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Різні процеси газо- і нафтовидобування 
пов’язані з неусталеним рухом дисперсної сис-
теми, зокрема експлуатація свердловин у не-
стійких колекторах. Неусталений рух частинок 
у газовому середовищі досліджувався в роботі 
[1]. В доповнення нами розглянуто рух окремої 
частинки в рідині за ламінарного і турбулент-
ного обтікань та за умови можливого переходу 
ламінарного обтікання в турбулентне. 

На тіло (частинку), яке рухається в неру-
хомій крапельній або стисливій (газоподібній) 
рідині, діють сила ваги, виштовхувальна (архі-
медова) сила, інерційна сила та сила опору се-
редовища. 

Сила ваги 
,чв gVМgF                      (1) 

де: М – маса частинки; g – прискорення віль-
ного падіння; V – об’єм частинки (піщинки); 
ч – густина матеріалу частинки. 

Архімедова сила 
,а gVF                            (2) 

де  – густина рідини. 
За другим законом Ньютона інерційна сила 

,і dt
dwМF                             (3) 

де: w – швидкість руху частинки; t – час. 
Сила опору середовища в загальному ви-

падку (за Релеєм) [2] 
,22

ч0 wdF                          (4) 

де:  – безрозмірний коефіцієнт опору за Ре-
леєм; dч – діаметр частинки. 

Коефіцієнт опору визначається властивос-
тями і режимом обтікання рідиною піщинки, 
тобто є функцією параметра Рейнольдса Re. 
Параметр Рейнольдса, як відомо, характеризує 
співвідношення між силами в’язкого тертя в 
рухомій рідині (динамічний коефіцієнт в’язко-
сті рідини – ) і силами інерції (wdч). За малих 
його значин переважають сили в’язкого тертя, а 
за великих – сили інерції, або, інакше, за малих 
значин Re (ламінарне обтікання) можна взагалі 
нехтувати силами інерції, а за великих (турбу-
лентне обтікання) – силами в’язкого тертя. 
Стосовно випадку нехтування силами інерції за 
Стоксом сила опору середовища 

,0 аwF                           (5) 
а стосовно випадку нехтування силами в’язкого 
тертя за Ріттінгером – 

,2
0 вwF                           (6) 

де а, в – деякі коефіцієнти. 
Найбільш обґрунтованим фізично буде під-

хід, коли одночасно враховувати дії в’язкісних 
та інерційних сил, що проявляються різною мі-
рою за різних швидкостей руху. Звідси силу 
опору записуємо так: 

2
000 вwаwFFF  ,                 (7) 

тобто, в разі малих швидкостей, коли 
2вwаw  , нехтуємо другим членом, що харак-
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теризує інерційні сили, і дістаємо безінерцій-
ний закон Стокса, а в разі великих швидкостей, 
коли аwвw 2 , нехтуємо першим членом і 
отримуємо формулу Ріттінгера. 

Проектуючи ці сили на напрям руху, маємо 
0оіав  FFFF ,                (8) 

а в розгорнутому вигляді 

,2СwВwА
dt
dw                    (9) 

де:  
ч

ч





gА ; 
ч


V

аB ; 
ч


V

вС . 

Оскільки за формулою Стокса 
,3 ч0 wdF                        (10) 

а за формулою Ріттінгера 

,
16

2
2
ч

0 wdF                        (11) 

то сила опору 

.
16

3 2
2
ч

ч0 wdwdF                  (12) 

Із рівняння балансу сил, які діють на окре-
му частинку за умови справедливості закону 
Стокса для ламінарного (“повзучого”) режиму 
обтікання маємо 

  ,ч wVg
dt
dwМ                 (13) 

або 

,ВwА
dt
dw                          (14) 

де:  
М

VgА  ч ; 
М

B  . 
Інтегруючи дане рівняння, послідовно за-

писуємо 

 


tw

dt
ВwА

dw

00

;                       (15) 

   ;lnln1 tABwA
B

                (16) 

 ,10
Bte

B
Aw                       (17) 

а за t  , тобто для усталеного руху 

.1ч
0 

















Vg

B
Aw                 (18) 

Оскільки для сферичної частинки об’єм 
3
ч6

1 dV  , її маса М = чV, то  

















 1ч

ч

gА ; 



















 16 ч

чч

g
V

В ; 





6

Ar
B
Aw ;    Btewtw  10  

звідки 

Re
Arч ,                        (19) 

де: 



 чRe wd  – число Рейнольдса;  

 
2

ч
3

чAr





gd  – число Архімеда. 

За даними Стокса чст 3 d , тоді 

ч
2
ч

18



d
В , ,1ч

2
ч

0 
















gd

В
Аw  тобто для 

усталеного руху маємо формулу Стокса 

,1
18

ч
2
ч

















gdw                   (20) 

і для неусталеного руху – 

 















 




ч
2
ч

18

0 1 d

t

ewtw .                (21) 

Можна також записати 

Re
Ar

18
ст

 ,                      (22) 

тобто, за Re > 0 коефіцієнт опору ст , оскі-

льки відношення 
Re
Ar  із зростанням числа Re 

лінійно зростає. 
Тривалість часу, протягом якого швидкість 

стабілізується від початкової швидкості 0w  до 
кінцевої величини 0w , знайдемо з рівняння 

 




tw

w

td
BwA
wd

0

0

0

,                  (23) 

або 

    ч
2
ч

18

000





 d

t

ewwwtw ,           (24) 
тобто: 

 
00

0ч
2
ч ln

18 ww
twwdt






 .                  (25) 

Для визначення шляху, пройденого части-
нкою за час t, записуємо 

  cwdtS ,                        (26) 

або 

   ,1 dte
B
AS Bt                   (27) 

звідки 



№ 4(9) • 2003 Розвідка та розробка нафтових і газових родовищ
 

 28 

,2
Bte

B
At

B
AcS                (28) 

де с – постійна інтегрування. 
Оскільки за t = 0 шлях S = 0, то 

,2B
Ac                             (29) 

а тоді 

  .112 w
B

t
B
Ae

B
At

B
AS Bt         (30) 

Якщо взяти w = 0w  = const, то отримаємо 

tgdtVgS 






























 1
18

1 ч
2
ччч .    (31) 

Описавши силу опору середовища форму-
лою Релея стосовно турбулентного режиму об-
тікання у вигляді 

,
8

2
2
ч

xo wdcF                      (32) 

аналогічно маємо 

  2
2
чx

ч 8
wdcVg

dt
dwМ  ,         (33) 

або 

,2
1wВА

dt
dw                        (34) 

де: ;
8
х с  

М
d

М
dcB 

2
ч

2
чx

1 8
; сх – коефі-

цієнт лобового опору. 
Тоді, інтегруючи, отримуємо 

 


;2
1

dt
wВА

dw                      (35) 

 
 

;ln
2

1

1

1

1
ct

BtwA
BtwA

AB



             (36) 

де с – постійна інтегрування. 
Оскільки w = 0 за t = 0, то знаходимо 

;ln
2

1

1
c

A
A

AB
    с = 0.              (37) 

Перетворюючи знайдений вираз, маємо 

 
 

;12

1

1 ABte
BtwA
BtwA



               (38) 

 
1

1

2

2

1 1

1
ABt

ABt

e

e
B
Atw








 ,                (39) 

або після розкладання експоненти в ряд з двома 
першими членами ряду 

  ,
11

1

1 


ABt
ABt

B
Atw                    (40) 

а якщо t  , то для усталеного руху 
 

.
d

Vg
dc

Vg

dМc
МVg

B
Aw

























118

8

ч
2
ч

ч
2
чx

2
чx

ч

1
0













 (41) 

Якщо аналогічно взяти об’єм 3
ч6

1 dV  , то 
отримаємо формулу швидкості стосовно уста-
леного руху 






























 1
6

1
3

4 ччч

х

ч
0

gd
с
gdw , (42) 

або формулу коефіцієнта опору 












 1

6
ч

2
0

ч

w
gd .                (43) 

Якщо стосовно турбулентного руху взяти 
сх = 0,44, то отримаємо формулу Ріттінгера 














 174,1 ч
ч0 gdw ,              (44) 

де  = 0,173. 
Взявши w (t) = 0w  за t = 0, знаходимо 

;ln
2

1

10

10

1
c

ВwA
ВwA

AB





        (45) 

 
t

d

w

t
d

w

е
ww
ww

е
ww
ww

wtw

чч

0

чч

0

66,0

00

00

66,0

00

00

0



















 ,      (46) 

де: 












 174,1 ч
чgdw ; сх = 0,44;  

















 1ч

ч

gA ; 
чччч

х
1

33,0
4
3









dd

сB . 

Звідси знаходимо тривалість часу для ста-
білізації швидкості 

 
 
















tww
tww

ww
ww

w
dt

0

0

00

00

0

чч ln
66,0

.     (47) 

Аналогічно знаходимо довжину шляху, 
пройденого частинкою за час t стосовно випад-
ку турбулентного руху 
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 

  ,ABtln
AB

t
B
A

AB
tln

ABAB
t

B
A

dt
ABt

ABt
B
AdttwS

t

tt




























































 

11

111

1

1
11

01111

0 1

1

0 1

(48) 

або  


























 133,0ln

33,0 чч

чч
d

tw
w

dtwS ,    (49) 

а за w(t) = w0 = const 

.1
6

18 ч
2
чч

2
чx



























 Vgdt

dc
VgtS  

Оскільки в процесі осадження частинки 
швидкість зростає від нуля до певної величини, 
то спочатку буде мати місце ламінарний рух, а 
відтак може наступити турбулентний рух. У 
такому разі коефіцієнт опору рухові частинки 
за [1] беремо у вигляді 


Re

,                       (50) 

а тоді маємо 

 
24Re

22
ч

ч
wdVg

dt
dwМ 







 


 , (51) 

або 
2awвwс

td
wd

 ,                 (52) 

де:  М = ч V; 
6

3
чdV  ; 

чч4
3

d
а




 ;  

2
чч4

3
d

в

 ;  

ч

ч





gс ; 



 чRe dw . 

Розділяючи змінні, маємо 

 


td
awвwс

wd
2 ,                (53) 

а, інтегруючи за умови в2 + 4ас > 0, отримуємо 

12

2

2

2
4

2
4

ln
4

1 сt

а
асввw

а
асввw

асв








 , (54) 

або 

2
2

2

2

ln4

2
4

2
4

ln сасвt

а
асввw

а
асввw







, (55) 

звідки   асвtес

а
асввw

а
асввw

4
22

2

2

2
4

2
4







. 

Взявши w (t) = 0w  за t = 0 (початкові умо-
ви), знаходимо 

а
асввw

а
асввw

с

2
4

2
4

2

0

2

0
2






 ,            (56) 

а тоді 

3

3

20

10

12
20

10

1 td

td

е
dw
dw

dеd
dw
dw

w













 , 

де: 
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Коли t  , то за малих Re дане рівняння 
наближається до закону Стокса, а за великих 
значин Re – до рівняння Ріттінгера. 

Аналіз засвідчує, що теоретично трива-
лість часу стабілізації швидкості осадження 
частинки рівна нескінченності (t  ), але 
практично усталена швидкість настає уже через 
декілька секунд або навіть через частки секун-
ди за невеликих розмірів частинки. Тому можна 
нехтувати тривалістю наростання швидкості і 
вважати швидкість частинки стабільною в часі. 
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