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Выведены формулы для приведения распределен-

ной массы колонны бурильных труб с утяжеленным 
низом к одной сосредоточенной массе и для приве-
дения жесткости колонны. 
 

При дослідженнях динамічних процесів, які 
відбуваються в колоні бурильних труб в проце-
сі виконання спуско-підіймальних операцій, 
використовують різні динамічні моделі. В бага-
тьох роботах [1-6] колона труб розглядається як 
довгий стержень з рівномірно розподіленою 
масою або стержень із ступінчасто-змінною 
масою [3, 6]. Такі схеми дають теоретично точ-
ні розв’язки задач з визначення частот власних 
коливань і навантажень в поперечних перети-
нах труб. У всіх відомих дослідженнях визна-
чались максимальні навантаження і напружен-
ня у верхньому перерізі колони труб, де вони 
найбільші. При цьому розв’язки рівнянь коли-
вань довгих колон мають складний вигляд і по-
требують обчислень громіздких рядів, що 
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There have been derived the formulars for reduction 

of drilling string distinguished mass with the heavy 
bottom to the one lumped mass and for the reduction of 
string toughness. 

 
суттєво ускладнює їх використання в інженер-
них розрахунках. Тому були запропоновані 
розрахункові схеми колони труб, в яких розпо-
ділені маси заміняються зведеними дискретни-
ми масами, з’єднаними між собою пружними 
елементами [4,7,8,9]. З цією метою використо-
вуються методи кінцевих різниць, метод пря-
мих і метод прямої дискретизації системи з 
розподіленою масою [10,11]. Перший з назва-
них методів дає змогу перейти від розв’язання 
диференціального рівняння в частинних похід-
них до системи звичайних алгебраїчних рів-
нянь. Для цього суцільна область (колона труб) 
заміняється сіткою, у вузлах якої розглядається 
поведінка досліджуваної функції. Всі похідні як 
по просторовій координаті, так і по часу на-
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Рисунок 1 – Заміна схеми бурильної колони 

системою мас і пружних елементів 

ближено заміняються співвідношеннями різ-
ниць і зображаються через значення функцій у 
сусідніх вузлах. Цей метод є достатньо точним, 
але результат розв’язку одержуємо тільки в чи-
словому вигляді, що не дає змоги здійснити за-
гальний аналіз характеру коливального проце-
су. 

Метод прямих базується на апроксимації 
похідних по просторовій координаті, а похідні 
по часу залишаються незмінними. Цей метод 
можна розглядати як граничний випадок мето-
ду сіток, коли при використанні прямокутної 
сітки один з лінійних розмірів її прямує до ну-
ля, а множина вузлів заповнює деяку систему 
прямолінійних паралельних відрізків. Застосу-
вання методу відповідає схемі, при якій колона 
бурильних труб (рис.1а) розбивається на ділян-
ки із зосередженими масами, з’єднаними між 
собою пружними елементами (рис.1б). В стати-
чному режимі така схема повністю відповідає 
бурильній колоні. Але при дослідженні динамі-
чних процесів, викликаних коливаннями коло-
ни труб, з’являються розходження, особливо у 
визначенні вищих частот коливань. 

З метою спрощення розрахунків зусиль у 
верхньому перерізі колони окремі автори про-
понують заміняти колону труб одномасовою 
схемою з пружним елементом [4,7]. В такій 
схемі колона труб зображена як одна зведена 
маса, підвішена на пружині. Значення зведеної 
маси визначається за методом Релея [10,12,13]. 
В роботі [4] показано, що максимальне напру-
ження у верхньому перерізі бурильної колони 
при миттєвій зупинці її верхнього кінця в про-
цесі спуску визначене за точним розв’язком рі-
вняння в частинних похідних дорівнює 

A
ql

a
EV0

max  ,  (1) 

де: V0 – швидкість руху колони в процесі спус-
ку; Е – модуль пружності; q – вага лінійного 
метра колони труб; l – довжина колони; А – 
площа поперечного перерізу труб. 

q
EAga  . 

Якщо масу колони труб, зведену до ниж-
нього кінця колони, прийняти за методом Релея 
рівною 

3
k

зв
m

m  ,  (2) 

то без врахування маси обваженого низу маємо 
[4] 

A
ql

a
EV

,max  05780 .  (3) 

При виведенні рівняння (2) приймалось, 
що деформація колони труб здійснюється за лі-
нійним законом. Але в дійсності під дією роз-
поділеної сили ваги деформація розтягу стерж-
ня відбувається за нелінійним законом [14], то-
му в роботах [3, 4] пропонується приймати зве-
дену масу колони труб рівною 

kзв m
,

m
52

1
 .    (4) 

В такому випадку максимальне напру-
ження у верхньому перерізі дорівнює 

A
ql

a
EV

,max  02651 .  (5) 

Тобто, якщо зведену масу бурильної ко-
лони прийняти рівною 1/3 від її загальної маси, 
то для розглянутого прикладу динамічна скла-
дова напруження (3) порівняно з точним зна-
ченням (1) є на 42,3% менша. Але якщо прий-
няти нелінійний закон деформації колони і вра-
хувати зведену масу за (4), то значення динамі-
чної складової max  буде на 26,5 % більше від 
точного.  

В роботах [3, 4] при виведені формули (5) 
було виконано зведення маси колони труб, але 
не здійснено зведення жорсткості. Це спричи-
нило появу похибки в max . Обґрунтуємо дане 
твердження. 

Відомо, що за відсутності обваженого ни-
зу зведена маса колони труб дорівнює [8, 12] 

mзв=0,533mk.  (6) 
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Таблиця 1 - Значення коефіцієнтів , К 

 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 2 5 10 20  
К 0,533 0,511 0,49 0,47 0,447 0,425 0,418 0,412 0,405 0,399 0,392 0,368 0,348 0,342 0,336 0,333 
 

Деформація нижнього перерізу колони 
при дії розподіленої ваги має значення [14] 

EA
qlyl 2

2
 .  (7) 

Зведена жорсткість колони труб дорівнює 

l
EA2

y
qlC

l
зв  .   (8) 

Динамічна складова напруження при 
миттєвій зупинці верхнього кінця колони труб, 
що спускається в свердловину, визначається за 
формулою [3, 4] 

A
UСзв

d  ,  (9) 

де U – переміщення нижнього кінця колони, 
викликане вільними коливаннями 

ptsin
p

V
ptcosyU 0

0  . 

Тут у0 – початкове переміщення; V0 – 
швидкість колони труб. 
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При миттєвій зупинці верхнього кінця 
у0=0 максимальне значення U буде, якщо 

2
pt 
 , тобто 

p
V

U 0
max  . 

р - власна частота коливань колони. 
Підставляємо значення Сзв, k, Umax в (9) і 

одержимо 

a
EV

032,1 0
maxd  .  (10) 

Таким чином, відхилення одержаного 
значення динамічної складової напруження від 
точного значення (1) становить тільки 3,2%, що 
цілком допустимо для інженерних розрахунків. 

Необхідно відзначити, що у формулах 
(1), (3), (5) не виділялись обважені бурильні 
труби, які в динамічній моделі бурильної коло-
ни можна представити у вигляді зосередженої 
маси m0, розташованої в нижній частині колони 
(рис. 2а). В цьому випадку значення нижньої 
маси mн дорівнює (рис. 2б) 

mн = mзв + m0.   (11) 

Відомо [12], що за наявності зосередже-
ної маси m0 на кінці довгого стержня коефіці-

єнт зведення маси mк стержня 
к

зв
m
m

К   зале-

жить від співвідношення маси m0 до маси стер-
жня 

к

0
m
m

 . 

В цьому випадку формулу (11) можна пе-
реписати в такому вигляді: 

  кн mКm  .  (12) 

Значення коефіцієнтів К і  пов’язані між 
собою і зведені в таблицю 1. 

На рис.3 показано характер зміни віднос-
ної зведеної маси  

к

н*
н m

m
m  . 

Залежно від співвідношення між масою 
обваженого низу колони m0 і масою колони бу-
рильних труб mк 

к

0
m
m

 . 

Характер залежності mн
* () дозволяє ап-

роксимувати її прямою 

mн
*=0,533+0,85, 

і тоді рівняння (12) можна записати у ви-
гляді 

к
к

0
н m)

m
m

85,0533,0(m  . (13) 

Таким чином, одержана проста формула, 
яка дає змогу з достатньою точністю показати 
виконане зведення маси колони труб і обваже-
ного низу до нижнього перерізу колони. 
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Рисунок 2 – Заміна схеми бурильної колони 

однією масою і пружним елементом 
Рисунок 3 – Залежність відносної зведеної маси 
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