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ПЕРЕДМОВА

Сучасний стан розвитку нашої держави характеризується широкою демократизацією суспільного життя, розкріпаченням свідомості від догматизму. Це викликало, з одного боку, перебудову структури освіти, а, з іншого - створення умов для розробки стратегічного напрямку в освіті, що відображено в Державній програмі “Освіта (Україна XXI століття)”. У зв’язку з цим на перший план виступає завдання активізації людського фактора, що тісно пов’язано з місцем і роллю творчості в психічному розвиткові та діяльності людини. 

В той же час спостерігається збільшення ролі математики в житті сучасного суспільства – вона дає ефект в описі всіх відомих нам фізичних явищ, і навіть таких, які не зрозумілі, не очевидні для нас, вона є інструментом їх пізнання. Математика поступово перестає утворювати вузьку спільноту людей, зв’язаних один з одним таїнствами, у які, крім них, ніхто не допущений. Математик перетворюється в масову спеціальність, як лікар, інженер чи вчитель. Саме це є основою актуальності якнайширшого дослідження пошукового математичного процесу. Це стосується осіб різних вікових категорій (дошкільники, школярі, студенти тощо), різних фахів (хіміки, медики, психологи, математики тощо), та різних фахових рівнів (допрофесійний, професійний тощо). Адже, як свого часу зауважив німецький математик Хассе Г.: “Математика має свої “останні квартети Бетховена”, які існують тільки для знавців, але в ній існують і свої “шубертові наспіви”, доступні безпосередньо всім.” [Цит. по 339, с. 229] Математизація знань – це природний процес, що дозволяє економити засоби на розв’язання виникаючих проблем, а також - час на їх дослідження.

Концепції сучасної математики – це перш за все концепції сучасного математичного мислення. З психологічної точки зору вся математика є не що інше як вже впроваджені або такі, що впроваджуються, способи математичного мислення. Тим більше  в наш час, коли математика рухається до нових ідей, що виходять за межі стандартних теоретико-множинних уявлень (до аналізу розмитих множин, неврівноважених систем тощо), в неї починає проникати психологія.

Слід наголосити, що саме мислення є найбільш широким містком між математикою й психологією. Багато визначних дослідників, таких, як Р.Декарт, Г.Лейбніц, В.Вундт, Ж.Адамар, А.Пуанкаре, Г.Гельмгольц та інші, внесли значний вклад як у математику, так і  в психологію. Звертає на себе увагу те, що значна кількість таких досліджень стосується математичної творчості, тобто дослідженню в першу чергу підлягав творчий аспект математичного мислення.
Однак реальний стан справ не дає можливості стверджувати, що творче математичне мислення пізнане достатньо, до рівня адекватної моделі. Ряд питань, зокрема, таких, як специфіка мисленнєвого процесу, що пов’язана із змістом математичної діяльності; процесуально-динамічна характеристика творчого мислення математика; наявність і характер відмінностей мисленнєвого процесу при розв’язанні різних класів, типів математичних задач; зміст різних стилів математичного мислення і ще багато інших не вивчено, або вивчено недостатньо.

Тепер, коли математика стала методом практичної діяльності, актуальності набуває виховання вірних методологічних установок на заняттях із математики в початковій, середній та вищій школах. Сучасний російський математик Б.В. Гнеденко зазначав, що потрібно виховувати не стандартне мислення, а саму живу думку, яка вічно шукає й утворює інтелектуальні цінності, що відкривають нові можливості для виробництва матеріальних цінностей. Адже жива думка потрібна не лише для вдосконалення наукових знань, пошуку нових методів роботи, але і в практичному житті [108].
В цій роботі буде проаналізовано творче математичне мислення студентів технічного вузу (допрофесійний рівень математичного мислення). Саме ця категорія людей володіє високим рівнем математичних знань, послуговується ними повсякчас і збагачує їх у процесі навчання. Студенти технічного внз застосовують набуті математичні знання для розв’язання різних нестандартних задач і водночас продовжують навчатись, тому аналіз їх пошукового процесу, на нашу думку, сприяє вивченню творчого математичного мислення і дає можливість впливу на нього з метою активізації та оптимізації. Це спонукало нас до дослідження творчого математичного мислення за допомогою аналізу пошукових математичних дій студентів. 

Завдання дослідити творче математичне мислення студентів технічного внз зумовило певну послідовність етапів виконання теоретико-експериментального дослідження творчого математичного мислення. Зміст цих етапів описується у відповідних розділах монографії. 

Перший та другий розділи присвячено теоретичному й методологічному обґрунтуванню вивчення проблеми  творчого мислення у психології та творчого математичного мислення, зокрема, аналізу основних категорій проблем творчості та математичного мислення. 

У третьому розділі дається аналіз процесу розуміння як складової творчого математичного процесу, аналізується специфіка розуміння в ході розв’язання математичних задач, який набуває змін на різних етапах, при розв’язанні різних типів задач, виділяються та описуються мікроетапи цього процесу. 

Четвертий розділ присвячено дослідженню процесу формування гіпотези розв’язку творчої математичної задачі, як взаємодії числового, символьного, просторового, логічного, інтуїтивного складових творчого математичного мислення, подається його процесуально-динамічна характеристика. 

У  п’ятому розділі дається аналіз процесу апробації математичних результатів, виділяються його мікроетапи та описується загальна процесуально-динамічна схема пошукового математичного процесу. 

У шостому розділі подано аналіз стильового підходу до вивчення індивідуально-особистісних ознак творчого мислення, розроблено і впроваджено критерії виділення стилів у математичному мисленні, проаналізовано характер відмінностей математичного пошукового процесу за стилями. 

У сьомому розділі розглядаються можливості формування творчого математичного мислення й можливості застосування творчого тренінгу для його активізації та оптимізації. 

У “Висновках” дається стислий виклад результатів проведеного дослідження, а також окреслено перспективи подальшого вивчення проблеми. 

У “Додатках” подано тексти серій творчих задач, що використовувались у дослідженні.

На наш погляд, саме така структура і така форма подання матеріалу дає змогу найдоцільніше представити теоретико-експериментальні дані дослідження. 
ЧАСТИНА І. ПСИХОЛОГІЧНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ ТВОРЧОГО МАТЕМАТИЧНОГО МИСЛЕННЯ

РОЗДІЛ 1. ПРОБЛЕМА ТВОРЧОГО  МИСЛЕННЯ

У даному розділі аналізується існуюча у сучасній психології точка зору на творчий процес і творчий мисленнєвий процес зокрема. Окреслюються категоріальні засади вивчення проблеми творчого мислення.

1.1 Творчість як предмет психологічних досліджень

Життя постійно висуває перед людиною нові проблеми, труднощі, завдання, несподіванки, вимоги. У розв’язанні цих проблем проявляється творча сутність людини. Творчість багатогранна і поділяється на багато видів: наукова, технічна, літературна, музична, образотворча, ігрова, навчальна, побутова, військова, управлінська, ситуативна, комунікативна  тощо. Зрозуміло, що такий поділ має умовний характер. Кожній особі доводиться творити в різних галузях. Наприклад, студентові доводиться творити і в навчальній галузі, оволодіваючи новими знаннями, і в комунікативній для порозуміння з викладачами чи студентами, і, навчаючись у технічному внз, він повинен бути здібним до технічної творчості, від нього вимагається і побутова творчість для розподілу бюджету, організації відпочинку  тощо.
Слід зауважити, що проблема критеріїв диференціювання діяльності на творчу й нетворчу є однією зі складних проблем психології, адже феноменологія творчості досить широка й неоднорідна, а спонтанний характер, що їй притаманний, робить її “невловимою” для природничонаукових методів дослідження. Ця спонтанність пов’язана з неможливістю прогнозування моменту осяяння і з тим фактом, що ідея розв’язку не завжди прямо пов’язана з проблемою, яка розв’язується.

У літературі зустрічаються  означення її як “нешаблонної”, “нестандартної” діяльності [10, 13, 32, 53, 68, 100, 216, 475], що вимагає роз’яснень того, що вважати стандартною, шаблонною діяльністю. Крім того, використання таких термінів стосується швидше  продукту творчості, а не процесу. 

Частіше за все творчу діяльність визначають через новизну, що  є емпіричним узагальненням, яке не залежить від специфіки різних форм творчості і  констатує спільне в них. Однак визначення творчості як діяльності, що спрямована на утворення чогось нового, не є чітким. З одного боку його можна застосовувати до будь-якого процесу діяльності, крім вузького кола вкрай автоматизованих дій, а, з іншого боку, як указує Я.О.Пономарьов, таке означення не позбавляє смислу вираз “ творчість природи”, отже потребує конкретизації: ”... творчість – діяльність людини, яка створює нові матеріальні й духовні цінності, що є суспільно значущими” [334, с. 54]. Тому  у зарубіжній та вітчизняній літературі творчість у широкому розумінні розглядається як вид людської діяльності, що народжує щось якісно нове із суб’єктивної точки зору того, хто займається цією діяльністю і є суспільно значущим [16, 82, 96, 253, 335, 384, 422, 429, 436, 458, 473, 476, 477, 478]. Саме на такому підході до визначення творчої діяльності базується наше дослідження.

Творить і видатний винахідник, створюючи новий прилад, якого не існує в природі, і  винахідник-початківець, що створює пристрій, який вже  створений до нього, але йому невідомий, і учень, що оригінально  розв’язує задачу.

Творчий процес має свої  конкретно-психологічні характеристики, що відрізняє його від звичайної трудової діяльності [147, 212, 252, 305, 311, 322, 392, 490]. Для людини потреба у творчості – первинна, а праця – це завжди необхідність. Адже за право на творчість людей спалювали на вогні, а за право на працю людина не бореться (навіть якщо виступає під лозунгом боротьби за працю) – вона бореться за право мати засоби до існування і за свій соціальний статус.  
Я.О.Пономарьов бачить відмінність між звичайною діяльністю і творчістю в тому, що перша завжди цілеспрямована, а творчий продукт може бути побічним продуктом діяльності й чуттєвість до нього є одним із проявів творчих здібностей людини [332].

На тому, що механізм мотивації є причиною відмінності творчої діяльності від нетворчої наполягає В.М.Дружинін: “... в першому випадку працює мотивація самоактуалізації, ... у другому випадку актуалізовується модифікація “дефіциту”  - прагнення задовольнити базові потреби, набути соціального статусу тощо” [136, с. 34].                 

 Однією з найважливіших і найсуперечливіших психологічних характеристик творчого процесу є обсяг образних компонентів. Адже жорсткість слів і класифікацій призводить до відсутності гнучкості в поглядах на речі. Уникнути жорсткості слів можна замінивши їх зоровими образами, бо зорові образи володіють значно більшою рухливістю  й пластичністю. Візуальна мова мислення використовує лінії, діаграми, кольори, графіки тощо для ілюстрації співвідношень. Дослідники справедливо відзначають широке використання візуалізації [58, 76, 81, 87, 112, 172, 231, 291, 345,  417], вказують на різну роль і місце образів у процесі розв’язання творчих завдань [17, 163, 174, 308, 320, 325, 388, 491].

Іншою важливою  психологічною закономірністю творчої діяльності є зміна підходу до нього: знайти розв’язання часто спочатку здається неможливо, а, знайшовши, його оцінюють як тривіальне. Сам же результат може бути знайдено несподівано [5, 60, 116, 157, 178].

Окрім того, при розв’язанні творчих завдань характерним є утворення й фіксація установки [53, 410]. Це настає тому, що при розв’язанні творчої задачі, необхідно мати будь-яку гіпотезу, а отже виправданим стає будь-яке припущення. А далі, “…те тимчасове і наче попереднє пояснення, яке дають на перших порах більшості ситуацій, із часом перетворюється  в єдиноможливе, особливо коли йому сприяє успіх” [53, с. 64].
Особливістю творчих розв’язань є і те, що їх  часто отримують у результаті переходу від очевидного способу аналізу явищ до менш очевидного. Це потребує зміщення акценту уваги [5, 12,  53, 128, 183, 200, 328,491].
Взагалі в науковій літературі творчу діяльність характеризують, орієнтуючись, або на суб’єкт творчості, або на продукт творчості, або на умови перебігу творчого процесу. Зрозуміло, що центром творчості є особа, суб’єкт із його мотивацією творчої діяльності, його емоційним забарвленням цього процесу. 
Суб’єкт творчості є  найбільш дослідженим у психології, водночас як продукт, умови творчості майже не досліджуються. Соціальні й культурні завдання, що стоять перед психологією, вимагають поєднання таких напрямків дослідження для створення цілісної соціокомунікативної системи.  Однак у психології творчості до цих пір вона не створена.
Існує повна єдність філософських і психологічних аспектів творчості, всіх її видів від мистецтва (музики, літератури, живопису) до технічної творчості [18, 32, 39, 79, 106, 206, 312, 338, 345, 365, 373, 380, 384]. Водночас можна виділити ряд особливостей, що пов’язані з конкретними властивостями об’єктів - результатів творчості. 
У науці зміст відкриття тих чи інших законів чи закономірностей повинен бути однозначним, хоч до них може прийти і кілька вчених, кожен своїм шляхом, і при цьому кожен може запропонувати своє формулювання. Поряд із цим результат творчого процесу в мистецтві не є однозначним. У мистецтві будь-яка задача має нескінчену кількість розв’язків. У технічній творчості може з’явитися декілька варіантів розв’язку задачі і кожен із них може бути вірним, але їх кількість обмежена.  

Значущість вивчення психологією проблеми творчості  зумовлюється тим, що її розробка створює підґрунтя для формування особистості, що здатна розв’язувати творчі нестандартні завдання. Не випадково вона привертала й привертає увагу відомих вчених-психологів: П.Я.Гальперіна, Ю.Б.Гіппенрейтер, О.М.Леонтьєва, О.К.Тихомирова, Д.Б.Богоявленську, Л. Л.Гурову, О.М.Матюшкіна, В.О.Моляко,  Я.О.Пономарьова, А.Ф.Есаулова, І.С.Якиманської і ще багатьох інших. Їх праці є вагомим внеском у розробку основних теоретичних положень сутності творчого процесу, проте, сьогодні в психології ще не склалась струнка теорія цієї важливої проблеми; зокрема, вона недостатньо розроблена в експериментальному плані. Як влучно зауважує Д.Б.Богоявленська: “... творчість , будучи вищим проявом феномена  “Людина”,  найменше вивчена” [50, с. 5].

1.2 Дослідження проблеми творчого мислення

в сучасній  психології

Зупинимось детальніше на творчій мисленнєвій діяльності, основою психологічних досліджень якої є психологічна сутність мислення людини. 

Початок теоретичних і експериментальних досліджень мислення  [20, 105, 217, 295, 360, 377, 394, 475] був пов’язаний  з пошуком науково-психологічних методів його творчої специфіки. З цієї точки зору цікавою є позиція Я.О.Пономарьова.: ”Власне мислення завжди творче. Воно виникає в ситуаціях задач, для розв’язання яких у суб’єкта немає готових засобів. Його мета - пошук зміни умов ситуації для задоволення потреби” [332, с. 194]. Мислення людини не лише відображає світ, але й творить його, воно необхідне для пізнання існуючої реальності і для створення чогось нового, раніше невідомого.
Нагадаємо, що пізнавальна діяльність, починаючись із відчуттів і сприймання, переходить у мислення. Це відбувається тоді, коли необхідно виявити в предметах і явищах такі властивості, зв’язки, відношення, яких не можна безпосередньо відчути, сприйняти, уявити. Тобто, за допомогою мислення людина виходить за межі чуттєвого пізнання, здійснює подальше, більш глибоке, пізнання зовнішнього світу. В реальності чуттєве пізнання переходить у мислення, і навпаки. Цей процес безперервний.


Пізнаючи невідоме, незрозуміле, людина зіставляє нові факти з уже пізнаними, узагальнює їх, робить висновки, які перевіряє практикою.  “Мислення являє собою процес упорядкованого й узагальненого відображення людиною предметів і явищ об’єктивної дійсності в їх істотних властивостях, зв’язках і відношеннях” [202, с. 195 ].

Мислення є предметом дослідження багатьох наук: філософії, соціології, логіки, фізіології, кібернетики, психології, педагогіки і т. д. Філософію цікавить мислення перш за все як кінцевий продукт пізнавальної діяльності людини.  Підходячи до мислення як до суспільно-історичного процесу, філософи вбачають у ньому родову властивість людини [79, 304, 321, 413]. Соціологія досліджує історичний розвиток процесів пізнання, а отже, і мислення залежно від соціальної структури різних суспільств [2, 245, 321]. Конкретизуючи характерні для соціології підходи, наукознавство також вивчає мислення - мислення в науковій діяльності [58, 65, 82, 163, 307, 311, 337, 445].  Логіка аналізує вірне, істинне мислення, що виражене у формі поняття, судження, висновку. Логічне дослідження мислення - це дослідження процесу відтворення існуючого предмета в понятті, це дослідження готової думки, незалежно від волі й свідомості того, хто її продукує [4, 40, 433].

 Природничий цикл наук також вніс свій внесок у дослідження мислення. Зокрема, фізіологія вищої нервової діяльності вивчає динаміку нервових процесів, за допомогою яких здійснюється людське мислення, реалізуються його функції [157, 257, 357, 358, 375].

У XX столітті мислення почало інтенсивно вивчатися кібернетикою і, зокрема, її галуззю, що зветься “штучний інтелект”. В цьому випадку мислення - це інформаційний процес, а дослідженню підлягає те спільне, що є  у роботі електронно-обчислювальної машини й мисленні людини [21, 45, 129, 169, 197, 316, 341].

Для педагогіки категорія мислення є однією з найважливіших. Маючи своїм завданням формування всебічно розвиненої особистості, педагогіка розглядає мислення як дійовий інструмент на шляху до цього [10, 34, 46, 63,  170, 209, 220, 301].

Теорія мислення в першу чергу розвивалась протягом всієї історії психології. Дослідження мислення у психології тісно пов’язане з окресленими вище проявами цього феномена. Разом із цим можна вичленити певну специфіку психологічного вивчення мислення. На відміну від філософії, психологія вивчає процес мислення конкретної людини. Вивчення реального (не обов’язково вірного, як у логіці) мислення відбувається на основі встановлення закономірностей його перебігу, відмінностей від інформаційних процесів, що реалізуються технічними пристроями. “Психологія покликана охопити своїм аналізом той бік мислення, від якого абстрагуються теорія пізнання й логіка” [332, с. 210].  Усе ж варто наголосити, що питання розмежування завдань дослідження мислення на психологічні і ті, що не стосуються психології, залишається актуальним до цього  часу.

Мислення відбувається за загальними законами, спільними для всіх людей (спільні операції, механізми). Відмінність  виникає на основі змісту тих завдань, у розв’язанні яких воно бере участь. Так виникає наукове, художнє, технічне і т.п. мислення. Зокрема, наукове мислення спрямоване на розв’язання теоретичних, наукових завдань. Зміст конкретної науки дає науковому мисленню конкретну назву: математичне, фізичне, філософське і т.п.    

Людське мислення полісистемне. Психологія вивчає різні його види: словесно-логічне, наочно-дійове, образне; теоретичне і практичне; інтуїтивне і аналітичне; реалістичне і аутичне; продуктивне і репродуктивне і т.п. При цьому в полі зору психологів знаходяться питання про взаємозв’язок мислення з іншими психічними явищами; питання про етапність процесу мислення, про зміст його операцій, про особистісний аспект цього явища, про специфіку його перебігу при розв’язанні різних пізнавальних задач і ще багато інших психологічних проблем. 
Одна з найбільш відомих теоретичних розробок проблеми мислення  належить С.Л.Рубінштейну [359, 360, 361]. З точки зору С.Л.Рубінштейна мислення є процесом, результати якого у вигляді понять і знань самі включаються в його подальший перебіг. Він висуває як головну ланку мислення особливу форму аналізу через синтез і називає її “основним нервом процесу мислення”: “Говорячи коротко і, тому, загально, грубо, ця основна форма аналізу, основний нерв процесу мислення полягає в наступному: об’єкт у процесі мислення включається у все нові зв’язки і в силу цього виступає у все нових якостях, які фіксуються в нових поняттях; з об’єкта, таким чином, наче вичерпується все новий зміст; він наче повертається кожного разу іншим боком, в ньому виявляються все нові якості” [359, с. 99 ]. 

Базуючись на цьому та враховуючи конкретні завдання психологічної науки й психології мислення, зокрема, науковцями було поглиблено фундаментальну позицію С.Л.Рубінштейна про мислення. Так О.М.Леонтьєв, вважаючи мислення вищим ступенем пізнання, запропонував вивчати у мисленнєвій діяльності людини всі ті структурні утворення, які традиційно виділяються в предметно-практичній діяльності: мотив - мета - умова; діяльність - дія – операція [231, 232]. О.К.Тихомиров вказував на важливість того, “…у які саме нові зв’язки, в якому обсязі, в якій послідовності, якими засобами включається об’єкт” [398, с. 8].

О.К.Тихомиров відзначає, що психологічна характеристика процесу мислення (на відміну від логічної) проявляється тоді, коли ставиться запитання про мету, критерії, мотиви й засоби аналізу. “Із нашої точки зору, це не просто “процеси аналізування, синтезування, узагальнення”, - як вважав С.Л.Рубінштейн, - але виникнення і складна динаміка емоційних оцінок, невербалізованих смислів, передчуттів, “передгіпотез”, зміна установок у ході розв’язання задачі, виникнення й задоволення пізнавальних потреб” [398, с. 6].  Тобто психологічна сутність мислення не може розглядатися поза життєвим досвідом людини. А операції аналізу й синтезу можуть здійснюватися як на рівні автоматизму, так і на рівні високопродуктивної творчості і мають місце як у людини, що стереотипно займається своєю професійною діяльністю, так і у новатора в широкому розумінні цього слова [397-400].

Мислення вивчається психологією як процес і як кінцевий результат. Воно розгортається в часі і є певним проявом суб’єкта. Мислення як процес досліджується у роботах А.В.Брушлінського. Вчений стверджує, що минулий досвід людини не може безпосередньо й повністю визначити весь подальший хід подій. Людина вибірково використовує минулий досвід у міру включення його в подальший хід думки. У своєму мисленні людина опирається на нею ж впорядкований досвід, тобто лише в ході самого мислення утворюються внутрішні умови для його подальшого розвитку, які, у свою чергу, забезпечують нові кроки мислення [55, 57].

Аналогічно О.М.Матюшкін вважає, що необхідність у мисленні виникає в тих випадках, коли людина стикається з деякими новими умовами, в яких вона не може реалізувати відомі ідеї старими методами, коли вона мусить знайти новий метод дії [254, 255].

Продовжуючи цю думку, А.Ф.Есаулов зазначає, що мислення потрібне не лише в ситуаціях обмежених готовими цілями. Власне продуктивна природа процесу мислення перш за все в тому і проявляється, що цей процес безмежно далеко виходить за межі подібних ситуацій. Резерви прихованих особливостей людського мозку проявляються не у формальному застосуванні раніше отриманих знань, а в умінні довільно вибирати відправну точку мислення. Ця точка в реальному мисленнєвому процесі ніколи не задана в готовому вигляді, вона повинна бути виявлена самим суб’єктом, у протилежному випадку це вже не буде називатися продуктивним мисленням [443, 444].

Вивчаючи природу мислення, вчений акцентував увагу на створенні й розриві тимчасових зв’язків досліджуваного об’єкта із системою наявних знань суб’єкта. А.Ф.Есаулов дійшов висновку, що багатогранне здійснення таких зв’язків та їх розрив становить найвищу ступінь розуму, що веде до його найбільш продуктивних проявів (наприклад, при розв’язанні особливо складних творчих завдань).

Сформована система знань, вмінь, навичок використовується людиною у відповідних умовах. При цьому вони аналізуються, синтезуються і цим самим створюють певні асоціації. Здатність мислити - це наслідок роботи асоціативних зв’язків. Психологічна характеристика мислення поза аналізом асоціативної будови діяльності буде формальною, спрощеною, такою, що не дозволить розкрити динамічний характер цієї діяльності. До того часу, поки цей аналіз не буде достатньо глибоким, що досягається лише на основі впливу асоціативної будови різних рівнів такої діяльності, відбуватиметься значне ігнорування того, що накопичене життєвим досвідом людини. П.А.Шеварьов [436],  А.М.Лук [240] безпосередньо досліджували складний процес утворення й стирання асоціацій у розумовій діяльності. Крім того, у дослідженнях одиниць мовленнєвого мислення Л.С.Виготським [98], при з’ясуванні ролі мислення у засвоєнні знань Н.Ф.Тализіною [391], при вивченні механізмів мислення А.Ф.Есауловим [443, 444], В.О.Моляко [289, 292, 292] і багатьма іншими науковцями, асоціація інтерпретується  як незаперечна психологічна істина. Хоч слід наголосити, що  в сучасній психології  принцип асоціацій не оцінюється як єдиний, загальний пояснюючий принцип.

Розроблена С.Л.Рубінштейном, О.М.Леонтьєвим теорія діяльності ґрунтується на тому, що будь-яка дія людини спрямована на досягнення певної мети, інакше кажучи, на розв’язання певної задачі. Мислення часто розгортається як процес розв’язання задачі, тобто задача перетворюється в предмет мисленнєвої діяльності. 

Як правило, в задачі виділяють  умову й вимогу. Умови задачі мають багатопланову характеристику, яку необхідно врахувати при вивченні процесів мислення при розв’язанні задач. Сприймання, розуміння, запам’ятовування умов задачі можуть здійснюватися з різною легкістю, характеризуватися певним рівнем повноти, адекватності, викликати певне відношення суб’єкта, що розв’язує її. Задачу також характеризують вимоги і відношення між умовами й вимогами. Усі ці аспекти досліджуються психологами [27, 29, 95, 97, 109, 118, 122, 153, 180, 444]. Слід відзначити, що дослідження конкретних аспектів мислення часто здійснюється за допомогою різних, спеціально сконструйованих задач.

Мислення - це не просто розв’язання поставлених задач. Сама мета, як частина ситуації, може бути структурно осмисленою. Як і окремі операції у реальному процесі мислення, мета повинна функціонувати як частина цілого, що має своє місце і виконує свою роль відповідно до структурних вимог більш широкого контексту. Часто розв’язуючи поставлену задачу, людина зупиняється, усвідомлюючи, що ситуація вимагає зовсім інших дій, зміни самої мети. Тобто чітке слідування поставленим цілям, наполегливість у їх досягненні не завжди є доцільним. У літературі розглядаються два основні види задач: непроблемні (ті, алгоритм розв’язання яких відомий суб’єкту) і проблемні (ті, алгоритм розв’язання яких невідомий) або творчі. При цьому мислення, спрямоване на розв’язання творчої задачі, є творчим мисленням, як і мислення, що продукує нестандартне рішення відомої задачі.

Досліджуючи творче мислення, психологію цікавить його механізм, його процес від зародження до завершення. Це відрізняє психологію від філософії, що вивчає сутність, зміст творчості. Психологічні аспекти розв’язання задач і творчого мислення тісно пов’язані. Навіть визначення цих двох процесів демонструють їх логічний зв’язок. Творче мислення спрямовується на створення нового, нез’ясованого, і при розв’язанні задач шукається вихід із незрозумілої ситуації, тобто йде пошук невідомого результату. Саме це дає право стверджувати, що процес розв’язання задач значною мірою володіє  рисами творчості.

Спочатку творчий мисленнєвий процес аналізувався, з одного боку - самими творцями, із другого - різними психологічними школами, що пояснювали творчість у системі своїх концептуальних схем і понять. Для прикладу, в гештальтпсихології творче мислення пов’язується з умінням докорінно переструктуровувати основні функціональні зв’язки старої системи знань, в теорії бісоціацій мислення - це поєднання ідей, які не мають нічого спільного між собою (“протиприродне” поєднання), що веде до руйнування стереотипів. Предметом спеціального дослідження психологів творча діяльність суб’єкта стала приблизно із середини XX століття.
Підхід до вивчення інтелектуальної творчості психологією піддавався суттєвим змінам. Творчість спочатку розглядалась як спонтанний процес. На певному етапі вважалось, що здатність до інтелектуальної творчості забезпечує адекватну творчу віддачу (чим вищий рівень, тим вища віддача). Пізніше виникла концепція пов’язування відмінностей у творчій діяльності виключно з особливостями особистості. Такі підходи при дослідженні вели до виникнення криз у теорії психології інтелектуальної творчості. Лише ліквідація розрізненості інтелектуальних і мотиваційних планів дослідження творчості сприяли, на думку Д.Б.Богоявленської, подоланню криз і створенню теорії творчого інтелектуального процесу [48, 49, 50].

У 50-і роки реалізується дослідження мислення, і на цій основі творчого мислення у двох напрямках: під керівництвом С.Л.Рубінштейна і під керівництвом О.М.Леонтьєва. Праці С.Л.Рубінштейна, Л.І.Анциферової, А.В.Брушлінського, О.М.Матюшкіна, К.О.Славської, Ю.А.Самаріна присвячені вивченню свідомої ланки у творчій діяльності. Вважаючи, що мислення виникає із проблемної ситуації і спрямоване на її розв’язання, автори роблять акцент на процесуальній стороні безперервної взаємодії суб’єкта з об’єктом [20, 55, 253, 255, 361, 376, 377]. О.М.Леонтьєв, Я.О.Пономарьов, Ю.Б.Гіппенрейтер вивчали механізми догадки, поділяючи процес розв’язання творчих задач на два етапи: знаходження адекватного принципу розв’язання і його застосування. При цьому перший етап вважався найбільш творчим [105, 231, 331, 334].

У 70-их роках з’явилися роботи Д.Б.Богоявленської, в основу яких покладено критерій інтелектуальної активності як одиниці творчості, що інтегрує в собі інтелектуальні, мотиваційні, особистісні характеристики особистості.  Автор виділяє три рівні інтелектуальної активності, що відповідають трьом типам інтелектуальної творчості: репродуктивний рівень (діяльність у межах заданої дії); евристичний рівень (проявляється нестимулююча інтелектуальна активність у напрямку пошуку нових розв’язків); креативний рівень (знайдена емпірична закономірність стає для суб’єкта самостійною проблемою, ще важливішою, ніж експериментальна) [47, 48, 49, 50].
У літературі процес творчого мислення ще часто розглядають у феноменологічному, змістовому і структурному аспектах. У першому випадку процес  розв’язання творчої задачі подається як набір хаотичних “проб і помилок”, що ведуть до відчуття безвихідності. І лише випадкова догадка приводить мислення до правильного розв’язку [94, 231, 460]. У змістовому аспекті процес пошуку характеризується як перехід від одного бачення ситуації до іншого, як переструктурування ситуації, як зміна стратегії, як перебір варіантів. Авторами розроблено для цього багато евристичних прийомів [13, 14, 67, 68]. 

Що стосується структурного аспекту, то часто в процесі розв’язання творчих задач виділяють основні фази: знаходження принципу розв’язання і його втілення [231, 331]. Недостатність такого поділу очевидна: не розчленований на етапи власне сам процес пошуку розв’язку. 
Частіше за все в літературі зустрічається тристадійна класифікація, що запропонована П.К.Енгельмейєром: 1) усвідомлення й постановка проблеми (задум), 2) розв’язання проблеми (планування), 3) перевірка знайденого розв’язку (виконання). Тобто перша стадія - це виникнення проблемної ситуації. Друга  стадія - формування гіпотези. Саме тут розкривається значення минулого досвіду, який через узагальнений зміст, що перенесений у нові умови, породжує гіпотези (догадки, ідеї, уявний принцип розв’язання). Гіпотеза спрямовує розуміння ситуації: через аналіз і синтез вихідних даних на основі знань.  Якщо гіпотеза виявляється хибною, вона замінюється іншою і так до того часу, поки одна з гіпотез не перетвориться в принцип розв’язання, тоді пошук припиняється. До завершальної стадії відноситься логічне доведення істинності даного судження й перевірка розв’язку. 

Загальною характеристикою такого поділу процесу творчого мислення на стадії є домінування усвідомленого рівня мислення. Однак, у психології експериментально встановлено факт неоднорідності результатів творчої діяльності людини - наявність прямого, усвідомленого і побічного, неусвідомленого продуктів  процесу творчого мислення [49, 309, 332, 451]. 

Відомими є ряд інших моделей, що відрізняються від описаної доповненням одного чи двох етапів. Так Д.Маккеннон виділяє 5 етапів: накопичення знань, зосередження зусиль, інтуїція, інсайт, перевірка [477]. Р.Менсфілд, Т.В.Буссе виділяють 5 процесів творчого мислення: вибір проблеми, цілеспрямовані довготривалі зусилля, встановлення набору обмежень, зміна й подолання набору обмежень, перевірка [476].  Такі фази,  етапи описові і мало евристичні. Це пояснюється тим, що дослідники  роблять акцент на індивідуальні особливості особистості, не приділяючи належної уваги аналізу творчих процесів.

Продуктивність розв’язання творчої задачі залежить від подолання ним смислової перешкоди, що утворюється умовою [99, 221, 432]. Я.О.Пономарьов зазначає, що задача розуміється нами в найзагальнішому вигляді, як стан неорганізованості взаємодіючих компонентів. Процес розв’язання задачі при такому її розумінні відповідає ходу доорганізації системи [334]. 
У зв’язку з цим, на думку В.К.Зарецького й А.Б.Холмогорової, вузловим є момент звільнення від смислової перешкоди, переструктурування ситуації. Щоб зрозуміти, як це відбувається, необхідно проаналізувати динаміку руху у предметному змісті задачі. Автори констатують настання моменту, коли задача видається для суб’єкта такою, що не має розв’язку - виникнення “смислової блокади”. На їхню думку, варто розділити процес знаходження розв’язку на три етапи таким чином: мисленнєвий процес до “блокування”, у стадії “блокування”, виникнення догадки. При цьому підкреслюється, що пошук у стадії “блокування” може завершитися як знаходженням розв’язку, так і відмовою від подальшого пошуку. Тобто за такого підходу пропонується акцентувати увагу навколо двох подій: тимчасового блокування процесу й виникнення догадки [154].
Структурний підхід із виділенням суб’єктивно-особистісного і власне когнітивного рівнів мислення  створює основу для аналізу мікроутворень мислення, що проводились Д.Н. Завалішиною. На її думку, необхідно враховувати, як саме  якісні зміни компонентів одного рівня детермінують якісні зміни на іншому рівні. Пануюча думка про первинність регулювання з боку суб’єктивно-особистісних компонентів пізнавальних процесів доповнилась дослідженнями автора про породження змін гносеологічним рівнем мислення [146, 147].
Я.О.Пономарьов вводить свій поділ творчого процесу мислення: свідома робота (підготовка), несвідома робота (генерація провідної ідеї ), перехід несвідомого у свідоме (ідея усвідомлюється), свідома робота (розвиток, формалізація й перевірка ідеї). Перша фаза - це логічний аналіз. Використовуються наявні знання, ті, які можна відтворити в конкретній обстановці даної ситуації. Гіпотези, що виникають, кожного разу заперечуються. Здійснюється логічний контроль над цілеспрямованими діями. Друга фаза - це інтуїтивне розв’язання (розв’язання неусвідомлюваним чином). Таке розв’язання стає можливим, якщо ключ до нього існує в неусвідомленому досвіді. Усвідомлення факту розв’язання відбувається несподівано і завдяки тому, що виявляється задоволена потреба.  Тому і розв’язок трактується як догадка, інсайт тощо. Третя фаза - фаза вербалізації інтуїтивного розв’язку. Усвідомлюється не лише результат, але і процес  (спосіб розв’язання). На четвертій стадії формалізується вербалізований розв’язок (знайденому розв’язку надають викінчену логічну форму). Такі фази творчого мислення є разом із тим  і рівнями організації психологічного механізму творчості (усвідомлений і неусвідомлений), що, змінюючись, переважають у той чи інший момент розв’язання творчої задачі.

Аналізуючи існуючі поділи  процесу творчого мислення на етапи і на основі власних експериментальних даних, Я.О.Пономарьов прийшов до висновку про неоднорідність творчих задач. “Видно, можна говорити про існування спектра творчих задач, складність яких - глибина виявлених у них протиріч - і відповідний ефект розв’язання співрозмірні з діапазоном залучених до їх розв’язання домінуючих структурних рівнів організації психологічного механізму творчості” [334, с. 10].

На основі цього вводиться поділ задач на два класи: ті, що розв’язуються усвідомленими методами через їх планомірне використання і ті, що розв’язуються обов’язково з використанням спочатку неусвідомлеаних засобів. Особливостями задач першого класу є те, що їх розв’язок досягається за допомогою спеціального аналізу умови. За допомогою спеціальних засобів така творча задача перетворюється у нетворчу. Повне усвідомлення й адекватне сприймання комплексу творчої задачі другого типу настає після і на основі уже отриманого інтуїтивного шляху розв’язання задачі.

Знання, що отримані після розв’язання задачі першого типу вписуються  в логіку наявних у суб’єкта знань. У другому випадку отримані знання не вписуються в систему знань, більш того, суперечать їй, вимагають її перегляду. У задачах першого типу домінуючим елементом є свідомо поставлена ціль. У задачах другого типу  системотвірним елементом  є усвідомлена мета на етапі логічного аналізу, що переходить на неусвідомлений рівень. У задачах першого класу ходом розв’язання керує алгоритмічний прийом творчого мислення. Процесу розв’язання першого типу порівняно легко навчити. Це привело до створення різного роду “методик розв’язання творчих проблем” [12, 67, 91, 100, 114, 210, 303, 320, 349, 370, 378, 414, 419].  Хід розв’язання задач другого типу не доступний алгоритмізації. Вплив на нього можна здійснювати за принципом створення умов, що сприяють виникненню інтуїтивного рішення [294, 333].
Останні дослідження творчого мислення характеризуються застосуванням системного підходу [224, 226, 246, 342]. Він передбачає розгляд мисленнєвої діяльності як цілісної системи, що разом із тим роз’єднувала б мислення на інтелектуальні та особистісні компоненти. Доцільність його відзначали А.В.Брушлінський [56], Я.О.Пономарьов [333], В.Н.Пушкін [347] та інші. Такий підхід дає змогу диференціювати різні рівні мисленнєвої діяльності й об’єднувати ці рівні в цілісну систему, що забезпечує розв’язання конкретних проблем.

Так І.М.Семенов пропонує розглядати структуру мислення у вигляді рівнів (особистісний, рефлексивний, предметний, операційний), що ієрархічно організовані [367, 368].  Динаміка мисленнєвого процесу при цьому описується як рух всередині одного з рівнів чи як  переключення з одного рівня на інший, і, за допомогою характеристики таких переходів, дана модель дозволяє виділити творчі й стандартні процеси мислення. Кожен із виділених рівнів дає можливість вивчати певний аспект мисленнєвої діяльності та творчої мисленнєвої діяльності, зокрема. Підґрунтям такого підходу до вивчення творчого мислення є численні роботи провідних вчених.

Зокрема врахування особистісного аспекту мислення дозволяє розглядати його як цілісну систему і дає можливість проводити системне дослідження будь-якої інтелектуальної діяльності [6, 7, 152, 153, 364, 395, 398, 430, 489]. “Аналіз мислення обов’язково передбачає розкриття спонукальних мотивів думки, потреб і інтересів, спонукань і тенденцій, які спрямовують рух думки в той чи інший бік“ [367, с. 54].  Особистісний компонент виступає як чинник організації мислення в процесі пошуку розв’язку проблеми через розподіл зусиль. Він забезпечує входження людини в ситуацію, виникнення зовнішньої мотивації, що спрямовується на виконання завдання, оцінювання в процесі пошуку розв’язку власних зусиль, стимуляцію емоційного забарвлення процесу. Цей аспект організації мислення досліджували С.Л.Рубінштейн, Ю.А.Самарін, К.О.Славська, Б.М.Теплов та інші.

З іншого боку, рефлексія забезпечує саморегуляцію й управління перебігом творчої мисленнєвої діяльності через оцінку можливостей і коректування дій [77, 102, 178, 315]. Вона сприяє осмисленню різних локальних моментів пошуку - перешкод, проб, помилок, знахідок, проміжних результатів; зміні стратегій, вибору тактик і т.п. [176, 448]. Тобто рефлексивний компонент організовує мислення через визначення напрямку пізнавальної активності суб’єкта. Цей аспект досліджувався  П.П.Блонським, Л.С.Виготським, С.Л.Рубінштейном, В.В.Давидовим, І.М.Семеновим, Б.М. Тепловим та іншими.

На предметному рівні пізнавальної діяльності при розв’язанні задач забезпечується відображення проблемної ситуації, виділяються умови, що створюють проблемну ситуацію, відносяться до певних категорій змістові елементи задачі. Предметний компонент організовує мисленнєвий процес за допомогою моделювання її проблемного змісту. 

Операційний рівень забезпечує реалізацію принципу розв’язання і виступає як чинник організації мислення через визначення процедурних засобів і планування послідовності її застосування. П.Я.Гальперін досліджував предметно-операційну структуру пізнавальної діяльності через метод нормативного аналізу, тобто, процеси мислення вивчалися через співвідношення зі спеціально розробленим ідеальним об’єктом (модель оптимального мисленнєвого процесу) [94, 95, 96, 97]. Цей метод широко використовується й розвивається при дослідженні творчого мислення [153].

Слід відзначити внесок вітчизняних психологів у розробку теорії творчого мислення [15, 190, 202, 218, 246, 288, 289, 356, 381]. Зокрема, В.О.Моляко подав і розвинув стратегіально-тактичний підхід до аналізу розумової діяльності в галузі технічної творчості. Вчений виділяє п’ять основних стратегій розв’язання творчих технічних задач: стратегія пошуку аналогів; стратегія комбінаторних дій; реконструююча стратегія; універсальна стратегія; стратегія випадкових підстановок [288, 289]. Такі стратегії охоплюють розроблені світовою психологією, суттєві особливості творчого мислення.

Таким чином, ми спостерігаємо як формуються погляди на критерії творчої мисленнєвої діяльності, формуються уявлення про її процесуальний зміст. Для Я.О.Пономарьова, наприклад, особливим критерієм творчої діяльності суб’єкта виступає процесуальний момент зміни домінуючих рівнів у ході розв’язання задачі. Д.Б.Богоявленська запропонувала в якості такого вважати прояв суб’єктом інтелектуальної активності, І.М.Семенов - наявність рефлексивно-особистісної регуляції предметно-операційного руху думки.
Суттєвим для вивчення процесу розв’язання творчих задач є виділення усвідомленого й неусвідомленого. У психології свідомість розглядають як утворення, що регулює процес розв’язання, як процес моделювання подій зовнішнього світу внутрішніми засобами суб’єкта [51, 96,  119, 130, 171, 242, 356, 422, 442].  Залежно від взаємного розміщення в часі подій та їх моделей, свідомість може виконувати одну із трьох функцій: передчувати майбутнє, відображати теперішнє, відтворювати минуле. При розв’язанні задач, передчуваючи майбутнє, свідомість може планувати дії, передбачувати результати; відображаючи теперішнє, може контролювати виконання намічених дій для досягнення передбаченого результату; а усвідомлення минулого - це відтворення того, що було усвідомленим у формі словесної моделі [28, 142].

Як вже було зауважено, неусвідомлене може виступати як побічний продукт усвідомленої діяльності, супроводжувати свідому частину відображення і може містити у собі ключ до розв’язання задачі, виявляючись у вигляді несподіваної підказки, інтуїтивного розв’язку [332]. Крім того, неусвідомлене бере активну участь у переробці інформації. Набута інформація може бути використана з метою регулювання тоді, коли на її основі вноситься впорядкованість у дії за певними критеріями, правилами. Ці критерії визначають значущість інформації, що надходить [60, 117, 123].

Свідоме й неусвідомлене взаємодіють між собою, при цьому вони можуть і співпрацювати, і антагонізувати. Наприклад, С.Л. Рубінштейн відзначав, що механізм виконання дії може не усвідомлюватися, а дія вважатися усвідомленою, якщо суб’єкт усвідомлює її мету [251, 362]. 

Незважаючи на таке різноманіття поділів творчого мислення на складові етапи, все ж у них домінує (явно чи ні) виділення процесу розуміння задачі, процесу формування розв’язку, процесу апробації мисленнєвих результатів. Але, якщо процесу формування гіпотези, в основному і присвячені такі дослідження, то процесу розуміння проблеми й перевірки розумових знахідок, дослідники рідше приділяють належну увагу, часто розглядаючи їх як допоміжні, фонові процеси. Рідко в літературі можна зустріти спеціальний аналіз процесу розуміння творчої задачі і мисленнєвої у тому числі  і майже не зустрічається психологічний аналіз перевірки й дослідження сформованої гіпотези.

Вивчення творчого мислення сьогодні вже неможливе без звернення до досвіду евристичного програмування та кібернетичного моделювання, яке у поєднанні з багатоплановою соціокультурною реальністю утворює орган суспільного розвитку суб’єкта. 

В досвіді кібернетичного моделювання процесу розв’язання задач знаходять своє відображення ті концептуальні підходи до творчого мислення, які розвинені в психології та гносеології. Кібернетичне моделювання творчих аспектів виявляється однією з ліній предметної реалізації тих теоретичних підходів до мислення, які розвинені в науці XX століття. Важливо відзначити, що ця лінія в аналізі творчості намагається обійтись без суто психологічної, інтроспективної мови і побудувати психологію без “Я”. Причому кібернетичне моделювання є важливою складовою частиною різних “приставок-ампліфікаторів”, що створюються людьми в ході соціокультурного розвитку [257].

Зіставляючи роботу ЕОМ і творчу діяльність людини, В.Н.Пушкін підкреслює, що евристичне програмування орієнтується на основні положення поведінкової психології: принципи “стимул-реакція”, “проб і помилок”, а також розглядання процесу розв’язання задач, як проходження лабіринту [348]. Для продуктивного мислення людини характерні екстраполяційні задачі з невизначеною областю пошуку, для яких відомі принципи не працюють. О.К.Тихомиров експериментально підтвердив, що ідентичність результатів діяльності машини й людини не означає ідентичності процесів цієї діяльності. Цим самим він висунув поняття процесу в якості критерію диференціювання мисленнєвої діяльності людини й діяльності ЕОМ. Вченим підкреслено специфічні для людини смислові перетворення ситуації: один і той самий елемент ситуації виступає для суб’єкта по-різному на різних етапах практичної дії. Було виявлено також роль емоційних реакцій у мисленнєвій діяльності людини, які випереджують вербалізацію розв’язку [397, 401, 402].

Розробки в галузі інформатики приводять деколи до трактування інтелекту як пристрою для розв’язання задач. У зв’язку з цим слід зауважити, що головним у процесі мислення є не стільки операційно-технічні процедури, які спрямовані на розв’язання сформульованої задачі,  скільки сама постановка проблеми [80, 406, 428, 443, 444]. Майбутні системи штучного інтелекту зможуть розв’язувати будь-які проблеми, але вони не зможуть здійснювати їх постановку. 

У психологічній літературі зустрічається інформаційне трактування творчості - розв’язання творчої задачі розглядається як процес формування уявлень про шуканий об’єкт, навіть якщо ним є  математична формула [107]. Оскільки будь-який об’єкт можна описати як сукупність ознак, то його можна уявити точкою у просторі ознак (координат). Сукупність, множина таких точок, складає уявлення про предмет. Далі пропонується за законами теорії множин і логіки оперувати введеними множинами, тобто уявленнями про психологічні об’єкти. 

Більш того, пропонується класифікація задач на творчі і ні, на цій же основі.  Вихідні уявлення суб’єкта про ситуацію, описану в задачі, представляють множиною точок. Якщо шукане належить цій самій множині - задача нетворча, якщо ж не належить - творча. Така інтерпретація яскраво ілюструє суб’єктивність самого поняття “творча задача”, бо коло вихідних уявлень у кожного своє. І знайдений один раз розв’язок певної задачі, розширює це коло, і цим самим переводить відому задачу до класу нетворчих.

Такий підхід до дослідження процесу розв’язання творчих задач ставить проблему взаємовідносин двох наук: психології й математики. Аналіз такої взаємодії буде проведено у наступному параграфі.

Аналіз літератури засвідчив, що на даний час ще існує проблема психологічного вивчення творчої мисленнєвої діяльності. Тобто, творче мислення, що проявляється при створенні нового у матеріальній і духовній сферах, вичленено психологією в окремий вид мислення, але ще далеко не пізнане, і його дослідження є нагальною проблемою сучасної психології мислення.

Сучасне психологічне дослідження творчого мислення повинно мати у своїй основі системний підхід, бо лише так можна об’єднати різні рівні творчої мисленнєвої діяльності в цілісну систему і цим самим забезпечити успішне розв’язання конкретних психологічних проблем. Саме тому, теоретичним підґрунтям нашого дослідження є розроблена С.Л.Рубінштейном, О.М.Леонтьєвим теорія діяльності, за якою будь-який мисленнєвий процес – це процес розв’язання задачі. Якщо задача для суб’єкта нова, то мислення стає творчим і тому містить  усвідомлеані ланки (О.М.Матюшкін, К.О.Славська, Ю.А.Самарін, Л.І.Анциферова та інші) та неусвідомлеані (О.М.Леонтьєв, Я.О.Пономарьов, В.О.Моляко та інші). Ми розглядаємо творчий мисленнєвий процес як такий, що поєднує інтелектуальний (Л.С.Виготський,  С.Л.Рубінштейн, Б.М.Теплов, Г.С.Костюк, П.П.Блонський, В.В.Давидов та інші) та особистісний (С.Л.Рубінштейн, Б.М.Теплов, О.К.Тихомиров, В.О.Моляко та інші ) компоненти.

Серед основних питань, що стосуються творчої мисленнєвої діяльності і залишаються недостатньо з’ясованими на даний час, слід відзначити такі, що пов’язані з особливостями мисленнєвих творчих процесів різних галузей науки. Зокрема, це стосується їх процесуально-динамічної характеристики; специфіки продукту творчої діяльності; мисленнєвих тенденцій, прийомів, стратегій, що застосовуються при розв’язанні творчих завдань; творчих мисленнєвих стилів взагалі і стилів, що мають місце при творчому пошуку в конкретній галузі інтелектуальної діяльності; методів стимуляції творчих рішень тощо. Дана робота є спробою з’ясувати деякі з цих питань для творчого математичного мислення.

РОЗДІЛ 2. ПРОБЛЕМА ТВОРЧОГО 

МАТЕМАТИЧНОГО МИСЛЕННЯ

В розділі описано характер особливостей математичної діяльності та напрямки її дослідження із середини (математиками) та зовні (наукознавцями, філософами, психологами тощо). Зокрема, дається аналіз різних спектрів психологічних досліджень пошукового процесу при розв’язанні суб’єктом нових математичних задач. 

Окреслено завдання дослідження і намічено шляхи їх розв’язання: проаналізовано наукове підґрунтя, на основі якого, в якості моделі творчого математичного процесу, розглядається математична задача; описані серії задач, що використовувались у дослідженні та ті психологічні аспекти, що, на думку автора, можна з’ясувати, використовуючи їх. Введено 4 класи творчих математичних задач: задачі на знаходження невідомої величини, задачі на доведення,  задачі на побудову, задачі на дослідження і подано проспект їх аналізу, що буде проведений у наступних розділах.

2. 1 Математична діяльність як джерело наукових досліджень

Зміст математичної діяльності можна окреслити як вивчення правил обчислення; дослідження геометричних образів, функцій; з’ясування сутності ймовірнісних подій; дослідження дій, спрямованих на граничні переходи і т.д. Але таке представлення математичної діяльності не описує її сутності, а лише вказує на її напрямки. В той час, як зміст біологічної, фізичної, хімічної діяльності можна окреслити тими явищами природи, що вивчають ці науки, не вдаючись до перерахування гілок їх розвитку, для математичної діяльності не існує явищ природи, що були б об’єктом лише її вивчення.

  Загальновизнаним є той факт, що математика є значно більше ніж просто наука, бо вона є мовою різних наук. Вона стала не лише знаряддям кількісних розрахунків, як було при її зародженні, але і, як зауважує відомий сучасний математик Б.В.Гнеденко, “ ... методом точного дослідження й формулюванням понять і завдань” [108, с. 3].
Математика як метод пізнання фізичного світу володіє виключною потужністю та ефективністю. Математиці вдалося внести поправки в те, що можна було називати ілюзіями, відкривати фізичні явища, що повністю не сприймалися людиною. “Не виключено, що природа в дійсності влаштована значно складніше і в основі її немає ніякого “плану”. Але і тоді математика як метод дослідження, опису й пізнання природи не знає собі рівних.” [184, с. 255]. 

Математичний результат володіє тією властивістю, що його можна застосовувати не лише при вивченні якогось певного явища чи процесу, а може бути використаним і у багатьох інших, фізична природа яких принципово відрізняється  від тих, що раніше розглядалися. “Хоч математика є чисто людським творінням, вона відкрила нам доступ до деяких таємниць природи, чим дозволила досягти успіхів, що перевершили всі сподівання. Як це не парадоксально, але саме такі віддалені від реальності математичні абстракції дали людині можливість досягти чимало. ... Для думаючого вченого математичний опис завжди був невичерпним джерелом здивування, яке породжено тим, що природа виявляє таку високу міру відповідності математичним формулам” [184, с. 255]. Таким чином  математика є відносно самостійним соціальним і культурним феноменом.

Саме цим пояснюється виключна увага науковців до математичної діяльності. Тепер вона більше не ототожнюється з обчисленням, вона стала особливим методом міркувань. Математики всіх часів цікавились не лише розв’язанням конкретних задач і побудовою математичних теорій. Вони ставили і по-своєму розв’язували питання про те, яким чином  наука, що не має прямих зв'язків із фізикою, хімією, біологією, економікою, технікою, застосовується з однаковим успіхом у всіх цих галузях знань; якими є критерії, що відрізняють природничу дисципліну від математичної; як виникають математичні проблеми; що є критерієм життєвості математичних теорій; як відбуваються пошукові процеси при розв’язанні математичних проблем, і т.п. Розв’язання таких проблем на певний час задовольняють математиків і наукову громадськість, але настає момент, спричинений новими математичними результатами і подібні питання  та ряд нових знову починають хвилювати математиків. Тобто весь час протягом розвитку людства виникає проблема з’ясування ефективності математики при описі різних фізичних явищ. 

Розвиток математики супроводжується внутрішньопредметним пізнанням її сутності, а дослідження, які проводяться у внутрішньонаукових, математичних межах, включаються в контекст діяльності математичного співтовариства. Однак вивчення математичного процесу не вичерпується лише підходом “зсередини”, із позиції самих математиків, що обумовлено їх професійною діяльністю (хоч такий підхід найбільш поширений). 

Можливий інший підхід – “зовнішній”. Він розглядає математичну діяльність як відтворюючу, при цьому спирається на загальні концептуальні уявлення про математику, на раціональні реконструкції історії математики. Такий підхід, наприклад, може бути здійснений на стику декількох дисциплін: філософії, історії математики, психології [144, 340].  В межах цього підходу не лише описують математичну діяльність, але й ефективно навчають такій діяльності [208, 250]. 

Розгляд будь-якого явища можливий у тому випадку, коли його вдається вичленити з навколишнього середовища. Виходячи з цього, вивчення математики ззовні можливе при вичлененні її та її зв’язків із наукового,  культурного контексту, в які вона вплетена.  Це вимагає чіткого окреслення її сутності: сукупності деяких абстрактних форм, що включені до діяльності специфічного типу і функціонують у ній, а не є побічним продуктом на зразок форми вираження змістовного знання. Діяльнісний підхід до вивчення математики передбачає можливість відрізнити математичну діяльність від подібних до неї за зовнішніми ознаками. І хоч історично математична діяльність еволюціонувала, все ж вичленення та системне вивчення її можливе.

Норми математики зафіксовані в категоріальних принципах і логічних нормах [103, 318, 396,]. Категорії – це система очевидностей, що лежить в основі визначення предмета, вони обмежують зміст уявлень. Логічні норми – це обмеження на структуру понять та їх зв’язки. Елементарні математичні структури – це не продукт узагальнення досвіду, а система уявлень, що відносяться до форми знання, яка передує досвіду і має принципово інше джерело свого походження. “Вихідні математичні ідеалізації відрізняються від фізичних абстракцій лише тим, що вони відносяться не до світу досвіду, а до світу відношень, що проявляються через діяльність. Вони відображають категоріальні підрозділи і мають нітрохи не менше відношення до реальності, ніж закони фізики” [317,  с. 98].

Формалізація - це перша визначальна особливість математики. Основний критерій, що відрізняє природничу дисципліну від математики, полягає в характері галузі дослідження, що властива даній науці. Кожна природнича наука визначається матеріальною специфікою свого предмета, реальними рисами тієї частини дійсності, яку вивчає. До речі, саме так визначає свій предмет і психологія. Явищ природи, які б були об’єктом вивчення математики, але не відносились би до явищ фізичних, хімічних, біологічних, соціальних і т.п., не існує. Не наполягаючи на субстанційному існуванні математичних об’єктів, ми можемо говорити про їх реальну значущість.

Один і той самий предмет може досліджуватися різними методами, в тому числі і математичними, але, змінюючи методи, ми завжди залишаємося в межах даної природничої науки, бо для неї реальний предмет, а не метод дослідження, складає основну специфічну рису. Визначальною ж ознакою будь-якої математичної дисципліни, завжди є певний формальний метод, що поширюється на різні матеріальні системи, а тому має різні практичні застосування. 
У свій час видатний математик М.І.Лобачевський зауважив: “Немає жодної галузі математики, якою б абстрактною вона не була, котра коли-небудь не виявиться застосованою до явищ дійсного світу” [237, с. 21]. Формальні структурні властивості (кількісні співвідношення і просторові форми), в яких існують певні реальні явища, а не їх природа, вирішують чи можна ці явища дослідити тим чи іншим математичним методом [108].

Наступною особливістю математики є існування  аксіоматичного й конструктивного  методів побудови математичних теорій [248]. 

Історичний хід розвитку математики породив два підходи до її побудови: аксіоматичний (не конструктивний) і конструктивний [8, 44, 198, 184, 185, 474]. Аксіоматичний підхід до останнього часу вважався ідеалом будь-якої науки. Геометрія, яка зараз вивчається у вітчизняних школах, є ілюстрацією аксіоматичного підходу і збудована на аксіомах Евкліда. А саме: 1) перераховуються без означень основні геометричні поняття, 2) за їх допомогою даються означення всіх інших геометричних понять, 3) формулюються аксіоми, 4) на основі аксіом і означень доводяться теореми. Саме наявність “ідеальних понять” (точка, пряма, площина, число, величина і т.п.) дозволяє аксіоматичну побудову математичних теорій. (Відсутність таких ідеалізованих понять у психології перешкоджає аксіоматичній побудові психології.) 
Таким чином, у математиці, на відміну від емпіричних наук, правильність основної частини її положень не піддається експериментальній перевірці. Тому в цій науці панує логічний метод доведення, що опирається на деякі апріорні знання. Апріорні знання особистості відносяться до так званих неявних знань, що є багатопластовим утворенням  [327]. Математика, як наука, побудована на міцному фундаменті такого апріорного знання, що носить дослідницький характер. Спочатку формується пласт неявних онтологічних передумов, що відносяться до розуміння світу в цілому (уявлення про тримірність простору, про єдність світу тощо), потім на цьому фундаменті будуються будь-які знання конкретної особи, зокрема, і математичні, а вже пізніше формується пласт неявного апріорного знання, що має особливе значення для занять математикою. Таке неявне математичне знання має вигляд неформалізованих у математиці понять (кількість, множина, точка тощо). При цьому варто наголосити, що апріорне математичне знання, хоч і є особистісним, одночасно є й інтерсуб’єктивним [387].

На основі аксіоматичного методу математика розглядає відношення у гіпотетичному плані, не пов’язуючи себе жодною конкретною інтерпретацією. Математику цікавить не істинність аксіом, а лише їх несуперечність. З цієї точки зору математику ще називають наукою, що дістає необхідні наслідки. “ У своїй аксіоматичній формі математика постає як сукупність абстрактних форм - математичних структур, і виявляється (хоч, по суті, й невідомо чому), що певні аспекти експериментальної дійсності, наче так їм судилося, вкладаються в деякі з цих форм” [61, с. 258-259].

На початку XX століття почав активно розповсюджуватися рух за “функціональне мислення” - тобто мислення в термінах змінних і функцій. Характерною рисою математичної процедури в цьому випадку було: 1) наявність змінних; 2) представлення цих змінних через знаки. Математичними прийомами вихідна багатозначність, якою є дійсність, перетворюється у знакові конструкції. Математики перетворюють предмети у символи та схеми символів і досліджують такі схеми. Цей підхід побудови математичних теорій називають конструктивним і є шляхом від багатозначності, якою наділені слова, до чистої символіки і він диктується виключно евристичними прагненнями.

Сучасна математика, як зазначає Г.Вейль, є майстерним поєднанням конструктивної й аксіоматичної процедур [78]. За конструктивним підходом математика - це конструкція, в якій аксіоми встановлюють межі області значень тих змінних, що приймають участь у конструкції; за аксіоматичним - математика - це конструкція, що підпорядкована аксіомам і дедукції. “Взаємозв’язок загального з окремим, дедукції з конструктивним підходом, логіки з уявою - саме вони і складають саму суть живої математики” [78, с. 16].

Вітчизняна математична освіта базується на обох підходах. Незалежно від того чи мова йде про середню, вищу математичну, чи вищу спеціальну освіту, той, хто її отримує, знайомиться з обома принципами в процесі вивчення математики.

В літературі зустрічається виділення ще однієї особливості: алгоритмічність розв’язання багатьох математичних задач. Тобто, акцентується увага на тому, що для розв’язання певного типу задач існує вказівка про конкретні операції та їх послідовність виконання на шляху до знаходження розв’язку [211].

Повертаючись до того, що математика є мовою різних наук, варто наголосити, що математизація знань є природним процесом, який дозволяє зекономити засоби на розв’язання різних проблем та час на їх дослідження. Математика, не будучи виключенням з усіх областей пізнання, також дозволяє вивчати явища лише наближено. Але слід мати на увазі, що її висновки логічно абсолютно точні й строгі.  Їх наближеність носить не внутрішній характер, а лише пов’язаний з описом реальних явищ.
Вивчення математики “зовні” здійснюється з позицій спостерігача, що не зайнятий безпосередньо математичною діяльністю. Цей погляд, ця позиція спостерігача, його розуміння математики, її описування залежить від того, якою діяльністю зайнятий дослідник. Якщо такий розгляд проводиться з позицій світоглядного осмислення математики, то те уявлення, що виникає, відноситься до галузі філософії математики. Фізик може сприймати математику як мову науки. Соціолога може зацікавити структура математичного колективу, групові відмінності та інтереси, розподіл професіональної активності за віком, статтю. Для психолога математична діяльність є об’єктом дослідження пошукового процесу, математичних здібностей, взаємовідносин математиків і т.д. 

Серед різних підходів до вивчення математики найбільш поширеним є філософський. Ще в першій половині XX століття відомий російський математик і філософ Д.Д.Мордухай-Болтовський зауважував: “Математика й філософія, можна сказати, два близнюки, що народились в один час і такі, що у віці немовлят лежали в одній колисці. Доля їх то роз’єднувала, то знову приводила до тісного об’єднання.” [295, с. 26]. Зупинимось на філософському підході детальніше. 

З точки зору філософії математика, як досконала наукова галузь, володіє власними джерелами проблем, власними методами розв’язання таких проблем і впорядкування знань, що виникають, здатністю задовольняти зовнішні потреби, що виходять із сторони інших галузей знань і діяльності. 

Внутрішні інтереси й проблеми філософії математики пов’язані з осмисленням сутності математичного об’єкта, змісту (природи) доведення, співвідношення логіки й математики і т.п. Адже незвичність математичних об’єктів, їх видима відмінність від природних об’єктів, породжує проблему інтерсуб’єктивного статусу математичних об’єктів, а отримання на основі логічних міркувань достовірних наслідків із достовірних даних, спонукає потребу з’ясування причин цього.

Дослідження проблем, що постають перед філософією математики йде у двох напрямках: в руслі фундаменталізму й нефундаменталізму. В першому випадку дослідження математики підпорядковано одній цвілевій установці - з’ясування проблеми сутності математики, незалежно від її конкретних історичних станів. 

В цьому випадку зусилля дослідників спрямовані на дослідження природи математичних об’єктів і їх співвідношення зі світом природних об’єктів і об’єктів теоретичного природознавства; пошук єдиної сутності математичного доведення різних епох – стандарти, із якими порівнюються реальні доведення [62, 139]. Тобто фундаментальний напрям філософії математики з’ясовує природу математичного знання, проводить дослідження значущості окремих математичних результатів, вивчає проблеми формалізації у математиці, сутність математичної аналогії, математичної нескінченності, взаємозв’язку чистої й прикладної математики.

Роботи нефундаментального напрямку аналізують розвиток математики в соціокультурному контексті, тому претендують на постановку й розв’язання проблеми створення концепцій розвитку математики, пошуку схем цього  розвитку. Дослідники цього напрямку успішно досліджують функціонування математики без остаточного розв’язання проблем з’ясування її сутності. Основні риси цього, альтернативного до фундаменталізму, напрямку у філософії математики є: дослідження математики в динаміці – на передній план виступають питання її функціонування, відсуваючи на задній план питання сутності математики, незалежно від її розвитку. 

Обидва напрямки є рівноправними і доповнюють один одного.  Кожен із цих напрямів містить ряд внутрішніх проблем і традицій їх розв’язання і, одночасно, набір зовнішніх функцій, що полягають у реагуванні на запити зі сторони інших галузей знання.

Слід зауважити, що філософія, яка, досліджуючи сутність абстрактних та ідеальних об’єктів, достовірність логіки, виділила важливі частинні випадки: математичний об’єкт, математичне доведення, що пізніше утворили внутрішню проблематику філософії математики, як достатньо автономної області. Традиційно філософські питання (про природу суб’єктивного й об’єктивного та їх взаємозв’язку) стосовно математичних сутностей, стали внутрішніми, теоретичними питаннями філософії математики, такими, що підтримують її автономне існування, вимагають спеціалізації і є збудниками стійкого інтересу у  дослідників.

Таким чином, філософія математики усвідомила себе не лише як галузь, що має значення для розв’язання чисто філософських проблем, але і як така, що черпає з філософії як зовнішньої по відношенню до себе. Виникнувши як самостійна сутність, філософія математики набула функції відповідати на запитання, які до неї звернені зі сторони інших галузей знань. Філософія математики отримала ряд прикладних по відношенню до неї проблем, головні з яких, виходили із самої математики.

Саме до таких належать питання, що стосуються математичної творчості. Центральним серед них є питання про місце й роль світоглядних уявлень у творчому процесі математика.  Сучасна філософська позиція  з цього приводу така: незалежно від того, чи аналізується мислення математика, чи стратегії його дій, чи будова світу математичних  об’єктів, світогляд творця має методологічну функцію, що полягає в задані деяких рецептів оптимального здійснення математичного дослідження, при цьому не існує жорсткого нормативного зв’язку між світоглядними уявленнями математика і його творчістю [22, 31, 44, 86, 92, 108, 184, 193, 205, 219, 245, 364, 382].

Останнім часом знайшла своє місце у філософських дослідженнях проблема стилю в математиці. Зацікавленість нею породила дискусії навколо питань про зміст смислового навантаження терміна “стиль у математиці”;  про характерні риси різних наукових математичних шкіл і різних історичних періодів розвитку математики; про визначення особливостей індивідуальних проявів математичної творчості. В певному сенсі такі дослідження мають пряме відношення до теми, що аналізується в цій роботі.

Усе ж, математична діяльність, будучи важливим видом діяльності  людини, незважаючи на численні дослідження, що проводились як ззовні, так і із середини, не пізнана до належного рівня. Маючи свої конкретні ознаки, як-то оперування формалізованими об’єктами, наявність математичної символіки, алгоритмічність методів розв’язання багатьох математичних проблем, свою двозасадну внутрішню будову (конструктивну й аксіоматичну), математика має здатність прислужитись будь-якій іншій мисленнєвій діяльності. Така багатогранність математичної діяльності ставить численні завдання і перед психологією.

2.2 Аналіз психологічних досліджень

 творчого математичного мислення
“Математика, як найбільш розумова галузь науки, має природну спорідненість із психологією - наукою про розум” [44, с. 5]. Деталізуючи цю думку дослідника математичної творчості Г.Біркгофа, слід наголосити, що саме мислення є найбільш широким містком між математикою й психологією. Багато визначних дослідників таких, як Р.Декарт, Г.Лейбніц, В.Вундт, Ж.Адамар, А.Пуанкаре, Г.Гельмгольц, Д.Д.Мордухай-Болтовський та інші внесли значний вклад як у математику, так і в психологію. “Сумнівно, щоб повністю усвідомлювався той факт, що всі логічні побудови набувають цінності лише завдяки психологічному факту очевидності основних аксіом. Але вже одного цього факту досить, щоб переконатись у необхідності психологічних досліджень математичного мислення” [295, с. 27].

 Психологічні дослідження творчих математичних процесів – це дослідження процесів, що пов’язані з нестандартним розв’язанням  математичних задач, народженням математичних відкриттів, створенням нових математичних теорій. Хоч ця тема дослідження не нова і містить чималі напрацювання, проте існує багато нез’ясованого, незрозумілого психологам у процесах математичного мислення і творчого математичного мислення, зокрема. Дослідники давно вже відмовились від пошуку “математичної гулі” у мозку людини, але й адекватної моделі творчого  математичного процесу не створено також.
Вивчення творчого математичного мислення можна умовно розділити на дві групи: дослідження, що проводились наукознавцями (серед яких багато і математиків) [5, 25, 31, 36, 86, 126, 184, 185, 222, 223, 227, 237, 295, 346, 382, 411] і психологами [78, 84, 101, 211, 352]. При цьому перші намагаються окреслити  “предмет творчого математичного мислення”, вичленити його з багатопланового поняття “мислення”, акцентуючи увагу на суто математичних проявах цього феномена. “Під математичним методом мислення я розумію, по-перше, особливу форму міркувань, за допомогою яких математика проникає у науки про зовнішній світ …, по-друге, ту форму міркувань, якою користується у своїй власній галузі математик, коли він наодинці сам із собою” [78, с. 6]. Психологів цікавить процес творчого математичного мислення: зародження й функціонування думки, специфіка оперуванням математичним матеріалом, особливості суб’єкта, що продукує математичну думку і т.п. 
Найбільш відомі, принципово відмінні спроби знайти загальні компоненти математичної творчості стали ідеї, які належать А.Пуанкаре, Д.Пойя, Ж.Адамару, Г.Біркгофу, Н.Бурбакі. 

З точки зору А.Пуанкаре, в основі математичної творчості лежить математична інтуїція, що є провідником у міркуваннях і виникає, як результат роботи підсвідомості у вигляді твердого переконання, що даний шлях пошуку результативний. Цим він заперечує, що живе математичне міркування, яке веде нас від істин до нових істин, могло б бути лише однією логічною схемою. Позиція цього дослідника може бути подана як своєрідний “рецепт” творчої поведінки в математиці, що розпадається на ряд етапів: 1) етап свідомої роботи; 2) тимчасова перерва роздумів, відхилення від проблеми, із метою запуску “машини неусвідомленого”; 3) другий етап усвідомленої роботи, на якому впускаються й перевіряються результати натхнення [346]. 

Такий підхід значною мірою був запозичений Ж.Адамаром, який більш детально проаналізував період неусвідомленого міркування над проблемою (другий етап). Згідно позицій Ж.Адамара, основна ідея винаходу в математиці – це підсвідомий вибір і поєднання існуючих у суб’єкта ідей. При цьому критерієм відбору є естетичні почуття суб’єкта, що надихають його йти певним шляхом. Автор виділяє умови, за яких математик може покращити коефіцієнт корисної дії своєї роботи: 1) не концентрувати увагу лише на одному напрямку пошуку; 2) виробляти звичку уявляти математичні міркування єдиним цілим. Тобто Адамар Ж. поєднує творчий процес суб’єкта із самоконтролем над його ментальними станами [5].

Дещо іншим підходом є підхід Д. Пойя. Він робить акцент не на з’ясуванні послідовності станів ученого-творця, а на знаходженні алгоритму вчинків, дослідженні організації (послідовності) дій пізнаючого суб’єкта. Пойя Д. виходить із того, що відкриття нового в математиці відбувається за тими ж рецептами, що й у природничих науках і вважає, що математичне знання утворюється в результаті правдоподібних міркувань, що нагадують експериментальний метод природничих наук. Тобто, автор намагається знайти норми, за якими потрібно будувати правдиві міркування в математиці [325, 326].

Н.Бурбакі переносять акцент з аналізу діяльності суб’єкта, чи з нього самого на аналіз норм організації об’єкта дослідження. Для них в основі творчих актів математика лежать певні структури математичних знань [61, 62].

З позицій Г.Біркгоффа,  істотні аспекти людської психології й поведінки мають структуру  дискретних математичних систем. Згідно його точки зору, “закони думки” піддаються формалізації, а, отже, творчий процес можна виразити певною математичною системою [44].

Для пізнання психологічної сутності творчого математичного мислення необхідно враховувати специфіку математичних міркувань. При цьому слід мати на увазі, що не можна чітко розмежувати мислення на математичне, філософське і т. п. Більш того, як стверджує Г.Вейль “… подібно до самої істини і досвіду, мислення за своїм характером є щось досить однорідне” [78, с. 6]. А Ж.Адамар наголошував, що “…не існує єдиної категорії математичних розумів, … ці розуми бувають багатьох типів, причому відмінності виявляються настільки суттєвими, що сумнівно, щоб вони відповідали єдиній одній і тій самій властивості мозку” [4, с. 11].
У психологічній  літературі зустрічаються спроби встановити співвідношення між математичним мисленням і  мисленням взагалі. До таких належить дослідження Р.Атаханова, який, розглядаючи висхідну послідовність рівнів “мислення взагалі”: емпіричний, аналітичний, плануючий, рефлексивний, і таку ж послідовність математичного мислення, дійшов висновку,  що рівень розвитку математичного мислення не може випереджувати рівень розвитку “мислення взагалі”. Встановлено, що перехід від одного рівня математичного мислення до іншого можливий у межах одного рівня “мислення взагалі”, або після переходу на інший рівень “мислення взагалі” [26].
Все ж математичний метод ототожнюється з особливим методом міркувань, що містить ряд компонентів: логічний, інтуїтивний, символьний, числовий, просторовий. 

При повсякденному мисленні люди зазвичай не слідують формальним правилам логіки (вони використовують свої власні недосконалі правила). Математичне мислення, як вже наголошувалось, послуговується лише правилами формальної логіки, тому це в першу чергу відрізняє математичне мислення від будь-якого іншого.

Математична діяльність немислима без використання таких логічних прийомів, як порівняння, аналіз, синтез, абстрагування, узагальнення [165]. Їх поєднання завжди присутнє в математичному мисленні. Як влучно зауважив математик і філософ Б.Рассел: “Математика й логіка розвивалися останнім часом паралельно; логіка стала математичнішою, а математика - логічнішою. Внаслідок цього тепер стало зовсім неможливо провести лінію поділу між ними; фактично вони стали одним цілим. Вони відрізняються як дитина і доросла людина: логіка - це юність, а математика - зрілий вік логіки… Так багато математичної роботи робиться на межі логіки, так багато в сучасній логіці символічного і формального, що тісний зв’язок логіки й математики очевидний тепер для кожного, хто вивчає ці галузі” [Цит. по 339, с. 157 ].
Результатом роботи особи, що працює в галузі математики є доказові міркування, в основі яких лежить логіка. Логічний компонент математичного мислення полягає в утворенні математичних понять і абстракцій; розумінні, запам’ятовуванні і самостійному виведенні загальних висновків за правилами формальної логіки. Однак неможливо чисто логічно обґрунтувати математичне мислення, оскільки неможливо чисто логічно визначити всі математичні поняття і психологічно неможливо проводити логічні операції без звернення до інтуїції. Зокрема, безсумнівним є незалежність психологічних властивостей аксіом від їх логічних властивостей.

Дослідники математичного мислення зазначають, що процес мислення при розв’язанні будь-якого творчого завдання має два аспекти: усвідомлений і неусвідомлений, що, взаємодіючи, доповнюють один одного. Без їх участі неможливе жодне математичне відкриття. Назагал, розв’язання будь-якої задачі, що виходить за рамки тавтології, обов’язково містить у собі інтуїтивний елемент. Його присутність завжди психологічно відчутна, бо твердження передує власне доведенню. Математик спочатку формує на основі результатів роботи інтуїції висновок, а потім вже обґрунтовує його на мові математичної теорії. 

До неусвідомлюваних мисленнєвих актів належить використання неявних знань та інтуїтивних знахідок (догадок). Адже будь-яка людина носить у собі уявлення, які вона ніколи не доводить до повного вербального вираження [223, 387]. У суб’єктів, що розв’язують математичні проблеми, існують неявні знання, що стосуються математики. Поряд із цим, пошуковий процес супроводжують численні догадки на всіх його етапах, впродовж всіх  процесів, що його наповнюють: процесу розуміння, процесу формування задуму, процесу апробації задуму. “Інтуїція, цей невловимий життєвий елемент, завжди активно присутній у творчій математиці і спонукає та спрямовує навіть найбільш абстрактні міркування” [339 , с. 22]. 

Математик, філософ, психолог Д.Д.Мордухай-Болтовський зауважує: ”Інтуїція, а не формальна логіка з логічними позначеннями, являє собою ті крила, на яких ми відлітаємо у найвіддаленіші області абстракції”[295, с. 51].  При цьому, автор влучно описує той розум, який базується лише на логіці (точний розум), як такий, що повернутий спиною до свого руху, тому бачить той шлях, який пройшов і не бачить того, який потрібно пройти.
Д.Пойя описував неусвідомлювані акти у процесі розв’язання творчих задач як раптове виникнення ідеї і пропонував  ряд евристичних прийомів, які сприяють, на думку автора, їх виникненню. До таких прийомів автор відносив зміну розміщення наявних елементів, їх перегрупування, ізолювання окремих елементів і т.п.

Досліджуючи процес розв’язання творчих математичних завдань, Ж.Адамар приділяв велике значення осяянню, яке виникає у розв’язуючого суб’єкта, вважав його результатом попередньої “інкубації ідей”. Більш того, автор категорично стверджував, що не існує розумових процесів, які не включали б у себе неусвідомлене. З його точки зору, процес розв’язання творчої математичної задачі розпочинається через усвідомлене поєднання ідей, що часто не є плідним, і лише втручання випадку (на неусвідомленому рівні) дає плідний результат. Цей результат розпізнається, відбирається не у свідомості, а лише переходить у неї завдяки суб’єктивним почуттям гармонії, математичної краси, геометричної виразності. Тобто, із точки зору Адамар Ж., безрезультатні зусилля думки запускають механізм неусвідомленого, що веде до виникнення інсайту і подальшого переходу мислення на усвідомлений рівень [5].

Дещо перегукується з цією точкою зору позиція Л.Л.Гурової, яка прийшла до висновку, що взаємодія дискурсивних і інтуїтивних процесів у ході розв’язання геометричних задач відбувається таким чином: область пошуку встановлюється інтуїтивно, а завершують пошук дискурсивні процеси, що базуються на логіці  [118, 122].

Абстрактність понять математики створює широкі можливості використання мови символів. Тому другою особливістю математики є наявність знакової символіки. Математичні символи є матеріалізованим втіленням відповідних математичних понять. Наскільки кожне математичне поняття відображає дійсність, настільки відповідний символ містить об’єктивний зміст. Математична символіка дає можливість записувати в компактній формі поняття, характеристики, їх властивості. Слід наголосити, що математичне мислення включає в себе розуміння символів і оперування ними [238].
Найзнайоміша форма, в якій наше духовне життя виявляє свою символічну функцію (представлення у знаках) - це мова. По відношенню до математики всі мови вважаються чимось зовнішнім, бо вербально виражені закономірності переводяться на мову математичних знаків. Математичні поняття, символи здатні прижитись у будь-якій мові.  “Математика найекономніша у словах. Вона може обійтись навіть зовсім без слів. Не існують для неї мовні перешкоди, бо її мова, як мова музики, зрозуміла для всіх людей світу “ [Цит. по 339, с. 75]. Окрім того, не всі символи мають мовну природу (знаки для окремих чисел, операцій і т.п.).
Числовий компонент полягає в утворенні числових характеристик та вмінні їх інтерпретувати: умінні з отриманих числових даних виявити певну якісну характеристику. І, навпаки, вмінні перевести ту чи іншу якісну характеристику у правильні числові співвідношення.

Просторовий компонент математичного мислення - ще одна його складова. Д.Дідро зауважував: “Все підлягає обчисленню й вимірюванню. Немає понять загальніших ніж число й простір” [131, с. 295]. Деякі автори [211, 313], досліджують окремо алгебраїчні й геометричні задачі. Але зміст сучасної математики змінився. З’явилась аналітична геометрія, що опирається не на зорові образи, а на аналітичне вираження геометричних об’єктів, водночас як ряд питань математичного аналізу потребують геометричних побудов. Тому методи пошуку вже не можна чітко розділити на алгебраїчні й геометричні. С.Жермен говорив так: “ Алгебра - це лише писана геометрія, а геометрія - зображена алгебра” [Цит. по 339, с 32]. Це дає  право досліджувати не мислення у геометрії, а просторовий компонент математичного мислення, що має місце і при побудові фігур, і при розв’язанні задач традиційно геометричного змісту, і при маніпуляціях із графіками різних функцій тощо. [173, 174, 186, 446] 

Варто зауважити, що людині досить важко мислити виключно лише за допомогою логічних абстрактних висновків. Вона відчуває велике полегшення, коли паралельно до логічних мисленнєвих посилань, вдається залучити відповідні геометричні образи. Хоч, із точки зору логіки, використання образів приводить до її погрішностей, бо ті образи, що слугують математику допомогою при впровадженні геометричних інтерпретацій, є часто логічно не дозволеними образами [295]. 

Особливості просторового компонента у математичному мисленні полягають у розумінні просторових математичних фігур, образів, комплексів і у вмінні ними оперувати. До такого оперування слід віднести: просторове абстрагування (виділення загального, спільного), просторове комбінування (знаходження зв’язків і відношень об’єктів у просторі) тощо.
Частіше за все психологи розглядають математичний мисленнєвий процес як процес розв’язання задач, процес породження й подолання математичної проблеми. При цьому математичні задачі поділяють на  ряд видів, залежно від характеру задачі. 
Найчастіше зустрічається поділ на два типи: задачі на доведення й задачі на обчислення [325], або на три типи: задачі на доведення чи пояснення, задачі на знаходження невідомого і задачі на побудову чи перетворення  [416]. Такий принцип поділу, на нашу думку, є найсуттєвішим для математичних задач. Детальніший аналіз задач кожного з цих типів ми розглянемо дещо пізніше.

Існує поділ задач за розділом математики: арифметичні, алгебраїчні, геометричні; чи задачі з теорії функції дійсної змінної, з теорії ймовірностей, із математичного аналізу, із статистики тощо. Цікавим, із точки зору дослідження процесу мислення, є поділ на стандартні й нестандартні задачі, тобто, задачі для розв’язання яких суб’єкт володіє (у першому випадку), або не володіє (у другому випадку) програмою дій, що приводить до результату. Незважаючи на існування цих і ще ряду інших поділів математичних задач на види, класи, типи, глибокої різнопланової характеристики мисленнєвих процесів при розв’язанні того чи іншого виду задач не проведено, як не проведено  і порівняльної характеристики таких мисленнєвих процесів. Ставлячи перед собою мету вивчення певних аспектів математичного мислення, автори проводять різні дослідження на різних математичних задачах. При цьому їх вибір робиться з точки зору виразності певної математичної задачі, без акценту на те, до якого класу належить ця задача, за виключенням тих випадків, де спеціально вибирають задачу певного типу [50].

Вся історія математики - це історія розв’язання творчих задач. Розвиток евристики в працях Р.Декарта, Г.Лейбніца, Б.Больцано має безпосереднє відношення до проблеми аналізу творчості, оскільки у ній узагальнюється досвід руху мислення в умовах невизначеності, розкривається структура мисленнєвих операцій, що корисні для розв’язання задач, пропонується певна інтерпретація самого творчого процесу. При цьому знання постають у проблемній формі, вплітаються в евристичний ряд ходів і прийомів думки, в якій фіксуються як хибні, так і достовірні її кроки. Особливості евристики у використанні досвіду  розв’язання відомих задач, в пошуці аналогій до відомих мисленнєвих прийомів при розв’язанні нових задач.

Розв’язуючи математичну задачу, суб’єкт має справу або із знаходженням алгоритму її розв’язання, або з використанням відомого йому алгоритму до ситуації даної задачі. Зазначимо, що у математиці алгоритм передбачає абсолютну визначеність результату кожної запланованої ним операції. Тому в першому випадку мова йде про знаходження суб’єктивного новоутворення, про більш чи менш творчу діяльність, водночас як у другому випадку діяльність зводиться до виконання чіткої послідовності відомих суб’єкту операцій.
Мисленнєвий процес при розв’язанні нової математичної проблемної ситуації - це процес відшукання алгоритму: процес зведення ситуації до вже відомого алгоритму, або пристосування відомого до даної задачі. (Розв’язати математичну задачу -  не означає знайти відповідь.) Саме це дає підстави науковцям стверджувати, що математичне мислення, спрямоване на розв’язання задач - це вид творчого мислення. На підтримку цієї думки свідчать  результати досліджень Л.Л.Гурової Автор прийшла до висновку, що дискурсивне логічне мислення “у чистому вигляді” не має місця в реальному процесі розв’язання будь-якої задачі. Психологічна структура пошуку розв’язку, включаючи логічні операції, містить і процес висування гіпотез, і інтуїцію [117].
Д.Д. Мордухай-Болтовський описує процес розв’язання математичної проблеми як складання гіпотетичного плану її розв’язку: розбивання на декілька питань, що почергово вирішуються. Для цього суб’єкт звертається до пам’яті, щоб підвести перше з виділених питань під вже відомі йому проблеми. Якщо це вдається, переходить до другого питання, якщо ж на цьому шляху він отримує невдачу, то шукає самостійно шлях розв’язання. Автор наголошує, що закулісний бік точного мислення (так він трактує строге логічне мислення), носить зовсім інший характер, ніж той ряд теорем у готовому й завершеному вигляді, кожен член якого, не коливаючись, тягне наступні. “Розв’язання будь-якої задачі, що прямо не підходить під загальний випадок і робить розв’язання чисто механічним, вимагає допомоги  “гіпотезуючого” розуму” [295, с. 76].

При дослідженні розв’язання математичних задач, мисленнєвий процес у ряді випадків поділяють на етапи, мікропроцеси. Д.Пойя виділяє три основні процеси: розуміння умови, зародження ідеї, розумова робота. Автор стверджує: “Було б нерозумно витрачати час на задачу, яка нам не зрозуміла. Тому наш перший і очевидний обов’язок полягає в тому, щоб зрозуміти задачу, її смисл, її призначення” [326, с. 50 ].

 Зрозуміти задачу - це, звичайно, зрозуміти її у цілому, зрозуміти її складові частини, співвідношення між умовою й вимогою [43, 65, 102]. Але, це ще і, на думку Д.Пойя, віднести задачу до певного типу: або до задач на доведення, або до задач на знаходження невідомого. Зародження ідеї автор описує як “раптовий проблиск світла після довгої напруги й коливань” [326 , с. 205]. В результаті виникнення ідеї змінюється точка зору суб’єкта на задачу, причому, зміна настає раптово, після суттєвого мисленнєвого вивчення певного складового елемента чи його властивості в контексті задачі. Така ідея сприяє впевненості суб’єкта в досягненні мети. 

Д.Пойя виділяє як окремий складник розумову роботу. Сутність цієї складової можна представити за такою схемою: 1) постановка задачі для себе (настає після виникнення суб’єктивного бажання її розв’язати), 2) вибіркова увага (вона концентрується навколо тієї інформації, що стосується задачі), 3) реєстрація темпу просування  (спостерігається підйом настрою при швидкому темпі розв’язання), 4) правдоподібні міркування (розпізнані елементи об’єднують, перегруповують), 5) евристичні виправдання (перевіряють, чи виконаний мисленнєвий крок, вірний),  6) винайдення плану розв’язання.

Процес формування гіпотези розв’язку автор описує як процес утворення й розв’язання ряду додаткових задач, як процес складання плану і послідовного виконання певних дій, які необхідні для досягнення мети. Дії та їх послідовність можуть бути ясними, відомими і не дуже. На невідомих до кінця шляхах побудови дій може виникнути яскрава ідея.

Описані мисленнєві процеси Д.Пойя вміщує у 4 основні етапи розв’язання задачі: розуміння постановки задачі, складання плану розв’язання, здійснення плану, вивчення отриманого розв’язку. При цьому будь-який розділ розбивається ним на послідовність евристичних кроків. Тобто на етапі формування гіпотези розв’язку автор не відокремлює мікроетапів. Натомість розглядається й оцінюється ряд евристичних прийомів, практичних порад, що сприяють пошуковій діяльності суб’єкта.

В.А.Крутецький розглядає тристадійний процес розв’язання математичної задачі: сприймання інформації, переробка інформації, збереження інформації [211]. 
Л.Л.Гурова, досліджуючи розв’язання геометричних задач, подала й обґрунтувала ідею про циклічний характер розв’язання задач. Адже пошук розв’язку  визначається й об’єктивною інформацією, що міститься у задачі, і суб’єктивними особливостями оперування цією інформацією. Область пошуку встановлюється спочатку в загальному плані, а потім, поступово уточнюється через динамічну ієрархію загальних і частинних гіпотез. Автор стверджує, що “ …структура пошуку розв’язку, як вона проявляється в мисленнєвій діяльності людини, виявляє відносну стійкість і незалежність від логічної структури задачі” [117, с. 16].
Висування гіпотез, формування планів, стратегій складає психологічний зміст евристичних процесів, виражає функціональну специфіку мислення при розв’язанні задач [203]. Більш детальнішої схеми процесу розв’язання математичних задач, як то є, наприклад, для процесу розв’язання технічних задач [16, 291, 292, 444], в літературі не зустрічається. 

Дослідники математичного мислення надають великого значення методам розв’язання математичних задач. Ще Р. Декарт виношував ідею створення “універсального методу”. Його “Правила для керівництва розуму” вміщували 3 положення: 1) будь-яку задачу можна звести до математичної, 2) будь-яку математичну задачу можна звести до алгебраїчної, 3) будь-яку алгебраїчну задачу можна звести до розв’язання одного рівняння. Хоч він потерпів невдачу (причина якої з позицій сучасної математики обґрунтована), його гіпотеза є дуже значущою для математики завдяки введенню в неї нової теорії (аналітичної геометрії) та проведеному аналізові математичних прийомів розв’язання задач. Адже задача передбачає необхідність свідомого пошуку відповідного засобу для досягнення добре відомої, але безпосередньо не даної мети. Розв’язати задачу означає знайти цей засіб.

З апріорних математичних уявлень і постулатів витікає дедуктивне міркування, яке намагається добути висновки за допомогою логічних правил, яким підлягає математичне мислення [133]. Ці висновки пізніше зіставляються з фактами, а математична мова дає у розпорядження дедукції точний інструмент для завершення переходу від вихідних положень до висновків. Однак, математики й дослідники математичного мислення вказують, що дедуктивний метод корисний швидше для класифікації, чи викладу математичної теорії, але він не є методом відкриття [5, 84, 104, 108, 127, 139, 185, 222,  326, 346].

При розв’язанні математичних проблем часто послуговуються аналогією. “Аналогією пройняте все наше мислення; наша щоденна мова і тривіальні висновки, мова художніх творів і вищі наукові досягнення. Ступінь аналогії може бути різною. Люди часто застосовують туманні, двозначні, неповні або не цілком з’ясовані аналогії, але аналогія може досягнути математичної точності. Нам не слід нехтувати жодним видом аналогії; кожний з них може відіграти певну роль у пошуках розв’язання” [326, с. 42-43].
  На важливу роль аналогії вказував Д.Д.Мордухай-Болтовський, називаючи її головним двигуном у математичному пошуку [295]. Відомий математик П.Лаплас стверджував: ”У самій математиці головні засоби досягти істини - індукція та аналогія” [222, с. 7]. Розширюючи цю думку, Д.Пойя зауважує, що багато задач часто легше розв’язувати, ніж лише одну, бо при розв’язанні серії типових задач, які пов’язані тісною аналогією, виникає принцип розв’язання. 

Коли спостерігається певна закономірність, що не може пояснюватись простою випадковістю, то формується гіпотеза, що така закономірність продовжується і за межами фактичних спостережень. Прийняття такої гіпотези є вирішальним кроком у так званому методі математичної індукції - методі розв’язання (чи точніше доведення), прийнятому в математиці. Цей метод завершується доведенням зробленого припущення. 
Досліджуючи й пропагуючи математичну індукцію, Д.Пойя підкреслює корисність індуктивної фази для глибокого розуміння математичної проблеми, навіть при умові, що після логічного доведення виявиться, що гіпотеза хибна [325, 326]. Схематично метод математичної індукції, як метод розв’язання математичних проблем, можна подати так: перевіряється гіпотеза на кількох об’єктах і робиться припущення, що вона виконується, якщо об’єктів за кількістю п; перевіряється виконання даної гіпотези при  п+1  кількості досліджуваних об’єктів. Якщо результат позитивний, то робиться висновок, що гіпотеза достовірна  при будь-якому значенні п.

Підкреслюючи виключно важливу роль аналогії у розв’язанні задач, Д.Пойя обґрунтував процес розв’язання поставленої задачі методом спеціально придуманих додаткових задач, точніше ланцюга еквівалентних задач. На думку автора, допоміжна задача не гарантує розв’язку основної, але частина її розв’язку може стати частиною розв’язку основної задачі, зробити основну задачу більш зрозумілою, оживити пам’ять, розширити область пошуку [325].

Математики часто, проводячи доведення, послуговуються  методом від протилежного (реконструктивний метод). Дослідження цього методу беруть свій початок ще від “Математичного збірника” Паппа (300 рік нашої ери) і мають своє продовження у багатьох працях дослідників математичного мислення, зокрема у дослідженнях Д.Пойя [326]. За цим методом спочатку припускають протилежне до того, що треба довести, шляхом логічних міркувань, отримують протиріччя з тією інформацією, що міститься в умові. Отримане протиріччя доводить той факт, що припущення було невірним, і це автоматично означає, що справедливе протилежне до припущеного твердження, тобто те, яке необхідно довести. У психологічній літературі не зустрічається аналізу такого мисленнєвого процесу. 

Серед математичних прийомів можна ще вичленити метод висхідного аналізу, який полягає в припущенні суб’єктом того, що задача вже розв’язана (твердження доведено, побудова виконана), тобто проблема вирішена. Потім він подумки “піднімається” від “розв’язку” до умови з тим, щоб пізніше пройти в оберненому напрямку і саме цей шлях буде шляхом розв’язання задачі. На основі такого прийому ґрунтується ряд методичних порад щодо активізації математичного мисленнєвого процесу. Дослідження висхідного аналізу при розв’язанні геометричних задач проводив К.В.Воканян. Автор дійшов висновку, що в цьому випадку вимога задачі є вихідною ланкою її розв’язання, засобом подальшого аналізу умови, вона визначає спрямованість і вибірковість мислення.

Ряд досліджень присвячено вивченню різних пізнавальних процесів суб’єкта, що розв’язує математичну задачу. Зокрема, В.А.Крутецький досліджував сприймання математичної задачі. Автор акцентував увагу на  аналізі (виділення елементів, їх систематизація) і синтезі (об’єднання елементів у комплекси) як складових цього процесу. В.А.Крутецький вводить поняття “аналітико-синтетичного  бачення “, зміст якого в охопленні задачі в цілому, як цілісного комплексу, в якому не губиться жоден складовий компонент. Тобто, автор констатує, що процесу розв’язання математичної задачі передує процес її аналітико-синтетичного сприймання. Експериментально встановлено, що в деяких випадках оволодіння певними інтелектуальними уміннями чи навичками  тісніше пов’язане із сприйманням вихідних даних, ніж із процесами, що слідують за ним [211]. 

Аналіз праць присвячених вивченню творчого математичного мислення дає підстави стверджувати, що його дослідження не є достатнім і різноплановим: математики проводять його з точки зору використання тих чи інших логічних та евристичних прийомів, залишаючи поза увагою суб’єктивні чинники мисленнєвого процесу математика; психологічні дослідження математичного мислення проводяться рідко, а ті, що є значною мірою розрізнені. Не створена цілісна психологічна характеристика творчого математичного мислення, не чітко  описаний процесуально-динамічний зміст пошукового процесу математика, не виявлено його особливостей при розв’язанні творчих математичних задач різних класів, типів, видів тощо.  

Виникає  ряд запитань, на які не існує чіткої відповіді. Зокрема: 1) як відбувається процес розв’язання творчого завдання у математиці від виникнення проблеми до її реалізації? 2) які чинники впливають на процеси розуміння, формування гіпотези розв’язку, її перевірки? 3) чи залежить творчий мисленнєвий процес від типу завдання? 4) як залежить творчий  мисленнєвий процес математика від індивідуальних властивостей його мисленнєвого процесу? 5) чи можна і як покращити результативність математичного мисленнєвого процесу? та інші. Подібні запитання виявили проблему з’ясування психології творчого математичного мислення, яку ми намагаємось частково вирішити, провівши дане уточнююче дослідження. 
2.3 Творча математична задача –

модель творчого математичного процесу

Творчий математичний процес, як правило, спрямований на розв’язання певної математичної проблеми. Такі проблеми можуть бути різними за обсягом (від розв’язання конкретної задачі аж до створення нових математичних теорій), різними за значущістю (від розв’язання конкретної практичної задачі до результату, що має глобальне значення і може бути застосованим у різних галузях науки), різними за тривалістю розв’язання тощо. Однак, не торкаючись питань виникнення математичної проблеми, критеріїв життєвості математичних теорій, обмежень їх застосувань із боку практики, творчий математичний процес є низкою розв’язань взаємопов’язаних математичних проблем. 
По-перше, розв’язання важливого математичного факту веде до перегляду значущості інших математичних фактів, із ним пов’язаних; висуває інші математичні проблеми, що потребують свого розв’язання. По-друге, встановлення будь-якого нового математичного факту, вимагає розв’язання багатьох часткових задач, що відносяться до деталей центрального (основного) факту. По-третє, розв’язок будь-якої математичної проблеми веде до з’ясування його наслідків, детального вивчення області, де знайдене рішення має місце. Крім того, неможливість з’ясувати достовірність сформульованого математичного твердження веде до постановки проблеми з’ясування протилежного факту. Тобто, розв’язання певної глобальної математичної проблеми так чи інакше опирається на розв’язання різних математичних задач.

Незалежно від складності, розв’язання будь-якого математичного завдання має певне значення (математичний ефект). Це той якісний і кількісний результат, який можна отримати, застосувавши віднайдене розв’язання проблеми. Значення математичного результату випливає з його змісту: певного поєднання математичних об’єктів (чисел, алгебраїчних виразів, геометричних фігур, формул тощо) на основі математичних тверджень (означень, аксіом, теорем тощо).

При цьому математичний результат повинен задовольняти різним вимогам, що видозмінюються залежно від галузі математики і бути максимально простим. Вимога максимальної корисності, як це є, наприклад, у техніці, фізиці, до результату математичної творчості не висувається, бо будь-який математичний результат рано чи пізно знаходить своє застосування. На загал математичний результат не оцінюється з точки зору економічної вигідності, шкідливості, хіба що в тих випадках, де подібні питання входять до умови завдання.

Ми поставили собі за мету вивчити психологію деяких аспектів творчого математичного мислення. Застосовуючи основні методи сучасного психологічного дослідження (спостереження, бесіду, анкетування, тестування, експеримент) [113, 138, 217],  опиратимемось при цьому на задачну методику.

Аналіз літературних джерел дає підстави стверджувати, що процес мислення можна трактувати, як процес розв’язання задач. З цього приводу К.О.Славська зауважує: “Мислення реально здійснюється як розв’язання задач” [377, с. 210]. Зазвичай задача описується як сукупність мети суб’єкта й умов, в яких ця мета має бути досягнута. Для характеристики задач  доцільно скористатися елементами загальної теорії задач. За одним із варіантів такої теорії, задача розглядається як система, до складу якої обов’язково входить два компонента: предмет задачі, що перебуває в певному вихідному стані й вимога задачі – модель потрібного стану предмета задачі. 
Умова математичної задачі – це набір фактів і об’єктів (тверджень чи графічних конструкцій), що іноді не мають один з одним жодного очевидного зв’язку. Безпосередньо представлений в умові набір може бути невеликим, але він доповнюється фактами іншого типу: розв’язуючи задачу, суб’єкт підходить до неї з позицій певного рівня математичних знань, додаючи до умови певні твердження, раніше відомі математичні результати (аксіоми, визначення, теореми тощо). Межі такої сукупності фактів не є чіткими, бо наперед не відомо, які знання будуть потрібні для розв’язання задачі. Щоб розв’язати задачу, необхідно вибудувати свою сукупність фактів у певну конструкцію. При цьому розв’язання є побудовою такої конструкції, що здійснюється за певними правилами і дає конкретний результат. Відповідь задачі повинна обов’язково виявитися елементом цієї конструкції.

Задача як об’єкт сучасних психологічних досліджень є предметом активного вивчення, що ґрунтується на діяльнісному підході. У працях, С.Л.Рубінштейна, О.М.Леонтьєва, Г.О.Костюка, О.К.Тихомирова, Д.Б.Богоявленської, Л.Л.Гурової, Г.О.Балла., М.Я.Басова і багатьох інших дослідження задачі проводиться із врахуванням як зовнішніх, так і внутрішніх чинників активності суб’єкта, що викликана задачною проблемою. Тобто, в задачах, які розв’язує суб’єкт, виявляються і вимоги, поставлені перед ним ззовні, і його особистісні мисленнєві тенденції.

Дослідниками накопичений досвід вивчення творчого мислення за допомогою вивчення процесу розв’язання творчих задач. Тобто, загальноприйнятим є розглядати діяльність, спрямовану на розв’язання  творчих задач, як модель творчої мисленнєвої діяльності [5, 28, 30, 57, 253, 254, 289], бо їх розв’язання вимагає пошуку особливих засобів (нових мисленнєвих прийомів, методів) для прогнозування шляху розв’язання, на основі поєднання усвідомлених і неусвідомлених мисленнєвих рівнів.

У психології “творча задача” переважно ототожнюється з проблемною ситуацією [253, 343, 344] і обумовлюється характером перебігу її розв’язання [291, 292]. Тому, серед ознак творчої задачі, можна виділити, по-перше, її новизну для конкретного суб’єкта [291]; по-друге, зміну домінуючих рівнів у процесі розв’язання аж до переходу неусвідомлюваних рівнів у ранг домінуючих [331]; по-третє, факт “блокування” процесу розв’язання після тривалого нерезультативного пошуку [152, 153]; по-четверте, можливість розв’язувати кількома способами [291,189, 190]. Таким чином, одна і та ж задача може бути творчою для однієї людини і нетворчою для іншої.

Згідно тлумачення математичного словника, математична задача це: “… вимога визначити математичний об’єкт, який задовольняв би задані умови” [404, с. 36].  Таке визначення передбачає, що розв’язати математичну задачу - це означає знайти таку послідовність загальних положень математики (визначень, аксіом, теорем, правил, законів, формул тощо ), застосовуючи які до умови задачі чи до її наслідків (проміжних результатів розв’язання), отримаємо те, що вимагається в задачі - її відповідь. Суттєвим у процесі розв’язання задачі є акцент на знаходження послідовності мисленнєвих кроків, а не на визначення готового результату - відповіді (навіть якщо він вірний). “Розв’язання задачі полягає в переведенні її предмета з висхідного стану в потрібний” [30, с. 15] Знайти розв’язок математичної задачі  - не означає знайти відповідь.

Більш того, існує неоднозначність у використанні терміну “розв’язок задачі”. Цим терміном позначається, з однієї сторони, “процес розв’язання задачі” - усю діяльність суб’єкта від початку знайомства із задачею до кінця мисленнєвої діяльності над нею. По-друге, цей термін означає “пошук розв’язку”, тобто лише ті дії, які суб’єкт виконує над умовою і її наслідками  на основі загальних положень математики для отримання відповіді у задачі. По-третє,  “розв’язок задачі” - це й отриманий результат.

Ми ж будемо використовувати цей термін у всіх трьох значеннях, що буде змінюватися залежно від контексту. Тобто, будемо аналізувати розв’язок математичної задачі як психологічний мисленнєвий процес, що містить такі компоненти, як абстрактне, образне, логічне мислення; що передбачає розвиток певних рис творчої особистості, бо творча математична діяльність - складний інтегральний процес, який охоплює більшість відомих нам психічних процесів. Ми будемо вивчати процесуально-динамічний аспект пошуку розв’язку з акцентом на головні етапи цього процесу: розуміння задачі, формування гіпотези розв’язку, перевірка гіпотези, виявляючи при цьому складові мікроетапи головних етапів. Аналізу буде піддано й отриманий результат для оцінки його правильності, доцільності, оптимальності.

Оскільки природа будь-якого мисленнєвого процесу визначається характером матеріалу, над яким здійснюється цей процес, і метою діяльності суб’єкта, тому процес математичного мислення будемо вважати складним функціональним цілим, що вміщує операційно-предметну (об’єктивну) і особистісну (суб’єктивну) сторони. Отже, вивчаючи творче математичне мислення суб’єктів, будемо аналізувати: 1) процес творчого математичного мислення;  2) стан свідомості суб’єкта, що бере участь у процесі;  3) результати процесу.

Досліджуючи творче  математичне мислення, ми робимо акцент на дослідженні процесу розв’язання творчих математичних задач, для яких або в курсі математики не існує загальних правил і положень, що визначають точну програму їх розв’язання (нестандартні задачі), або такі, алгоритми розв’язання яких невідомі суб’єкту, що розв’язує задачу. Крім того, аналізу буде піддано нестандартний пошуковий процес відомих задач. Таким чином, творча задача, як модель творчої математичної діяльності, має володіти новизною і мати приховану проблемність [190].
2.4 Методичний аспект дослідження

Наголосимо, що основне положення експериментального дослідження полягає в тому, що процес розв’язання творчих задач із математики залежить від двох факторів: 1) особливостей задачі; 2) особливостей мисленнєвого процесу суб’єкта, що розв’язує математичну задачу. Тобто, ми вважали, що процес і результат розв’язання залежить і від змісту задачі, і від наявності й сформованості у суб’єкта певної мисленнєвої тенденції, що домінує в мисленнєвій діяльності. Тому,  ми прагнули скласти процесуально-динамічну характеристику розв’язання творчої математичної задачі з виділенням і дослідженням її основних етапів та мікроетапів і проаналізувати мисленнєві тенденції й стилі творчого пошукового процесу суб’єкта, що розв’язує математичну задачу. Отримані дані дозволили скласти певне цілісне уявлення про творче математичне мислення.

 Щодо суб’єктів дослідження, то, як вже зазначалось, ми зробили спробу проаналізувати математичне мислення студентів. При цьому  виходили з того, що експериментальна творча математична діяльність повинна відповідати характеру математичної діяльності студентів у внз. Тому зауважимо, що математична діяльність студентів у процесі навчання полягає у: 1) засвоєнні теоретичного матеріалу з ряду розділів вищої математики, передбачених програмою (через прослуховування лекцій, опрацювання наукової літератури з математики); 
2) розв’язанні задач різного типу (на доведення, на обчислення, на побудову тощо); 3) застосуванні набутих математичних знань і навичок для сприймання теоретичного матеріалу й виконання практичних завдань із багатьох суміжних дисциплін, що вивчаються у внз і застосовують математичні методи дослідження і аналізу.

На нашу думку, найбільш творчою ця діяльність є у другому й третьому випадках. Творчі моменти існують і в засвоєнні теоретичного матеріалу, особливо при самостійному опрацюванні математичної літератури, наприклад, при засвоєнні певних математичних понять. Тому, забігаючи наперед, відзначимо, що ми ввели завдання по формуванню математичних понять, із метою дослідження психології цього виду математичної діяльності студентів.

Вивчення математичного мислення при застосуванні математичних знань для розв’язання не математичних задач, не відокремлювалось в окремий етап дослідження чи окремий параграф при аналізі результатів із кількох причин. По-перше,  для такого застосування необхідно зміст задачі з певної галузі перевести на мову математики (формалізувати його) і розв’язувати як математичну задачу. Такий аспект творчої математичної діяльності студентів передбачається досліджувати низкою математичних задач і аналізувати впродовж всього дослідження. По-друге, якщо задача є технічною за змістом і математика використовується лише для розрахунків, то така задача, на нашу думку, не представляє інтересу для вивчення творчого математичного мислення і є об’єктом дослідження технічної творчості.

Отже, ми досліджуватимемо мисленнєву діяльність студентів, спрямовану на розв’язання творчих  математичних задач. Для цього ми залучили 426 студентів Івано-Франківського національного технічного університету нафти й газу. Всі студенти здобували інженерну освіту різних профілів нафтогазової галузі і навчалися на різних курсах внз. 

В кожній експериментальній ситуації діяльність студента зводилась до розв’язання творчої математичної задачі в умовах, що пов’язані із змістом і формою подання задачі. Експериментальна ситуація визначалась завданням експериментатора до тієї чи іншої серії задач. Таким чином, розв’язуючи математичні задачі різних серій, студенти опинялись  в різних умовах, які диктувались умовами й завданнями задач. Це сприяло продукуванню різних прийомів математичної пошукової діяльності. 

Експериментальні завдання не вимагали спеціального навчання. Кожен із досліджуваних практично володів необхідними для розв’язання використаних у дослідженні задач знаннями, вміннями й навичками. Завдання підбирались з таким розрахунком, щоб вони: 1) були достатньо складними, але посильними (рівень достатності і посильної складності завдань був визначений у ході апробації й бесід із викладачами математики); 2) могли (на нашу думку) проілюструвати більш-менш розгорнутий процес розв’язання математичної задачі; 3) дозволили б отримати результат, який можна оцінити.

Завдання давались експериментатором і виконувались кожним студентом у його присутності. Робота проводилась індивідуально. Студентові давалась можливість працювати самостійно, прямі вказівки на спосіб розв’язання були відсутні, не нав’язувалось, але схвалювалось доведення розв’язання  до кінця. Експериментатор попереджував, що робота не буде оцінюватися з точки зору навчального процесу, а її метою є вивчення того, як студенти розв’язують подібні задачі. Студенти могли відразу ж або в процесі роботи, зіткнувшись із труднощами, відмовитись від розв’язання. Виконання завдань, за виключенням тих частин експерименту, де це передбачалось, не обмежувалось часом.
Створюючи експериментальну ситуацію, ми прагнули виявити конкретні прояви процесів розуміння, формування й перевірки гіпотези розв’язку в пошуковій математичній діяльності студентів. Тому в протоколах, що велись паралельно з пошуковою діяльністю, фіксувалось відношення студента до завдання на початку роботи, характер цілеспрямованих пошукових дій, відношення до отриманого результату, поведінка при зіткненні з труднощами, мовні та емоційні реакції, графічна робота.

Після ряду проб була розроблена система експериментальних задач, спрямованих на вивчення творчого математичного мислення. Слід відзначити достатню кількість збірників нестандартних математичних задач [наприклад, 34, 190, 201, 214, 215, 301, 314], за допомогою яких ми склали експериментальну систему задач.  Відібрана система задач дає змогу моделювати більшість ситуацій властивих творчому математичному мисленню, а їх зміст передбачав можливість фіксування різних компонентів пошукового процесу.

Було підібрано 23 серії задач, так, щоб кожна серія сприяла вивченню певного аспекту математичного мислення. Всього використано 160 задач (див. Дод. А).  Характеристика кожної серії задач подається нижче,  зараз слід відзначити, що всі задачі, незалежно від серії, були розділені на класи з метою вивчення особливостей творчого математичного мислення й характеру його  відмінностей  стосовно виділених класів  задач. 

Підпорядковуючись загальній меті - сприяти вивченню процесуально-динамічного характеру творчого математичного мислення, кожна з цих серій вносила свій внесок (часом непередбачуваний) у ту складну багатогранну мозаїку, якою є процес розв’язання творчих математичних задач.

Ми будемо розглядати 4 основні класи задач: задачі на знаходження невідомої величини (59 задач), задачі на доведення (19 задач), задачі на побудову (26 задач) і  задачі на дослідження (53 задачі), що поділяються за характером вимоги до задачі: знайти чи обчислити, довести,  побудувати, дослідити. 13 задач серій V, XIV і  XVIII не віднесено до жодного класу.

Перший клас задач: задачі на знаходження невідомої величини. В таких задачах необхідно знайти певне невідоме. При цьому невідомим може бути величина, відношення, кількісна оцінка певного геометричного об’єкта і т. п.  До цього класу належать задачі на обчислення виразів, інтегралів, диференціалів, ймовірностей, площ різних фігур, об’ємів тіл, визначення характеру функцій і т.п.  Численні задачі на розв’язання елементарних рівнянь, нерівностей, диференціальних рівнянь є також задачами цього типу, бо в кожній з них необхідно знайти значення певної змінної чи функції, що задовольняє певні умови. До таких задач відносяться всі задачі   першої серії і не тільки вони.

Другий клас: задачі на доведення. В задачах цього класу вимога полягає в тому, щоб переконатися у справедливості певного твердження, або перевірити справедливість чи хибність цього твердження. Взагалі, довести будь-яке  твердження - означає показати, що це твердження є логічним наслідком системи вже доведених і прийнятих у математиці тверджень. До таких задач відносяться, наприклад, задачі другої серії .

Третій клас задач: задачі на побудову. До цього класу відносяться задачі з вимогою побудувати що-небудь (наприклад, геометричну фігуру), що задовольняє вказані умови. Характерною особливістю задач цього класу, є те, що в кожній з них задані певні об’єкти (елементи, вирази), із яких необхідно створити, сконструювати, побудувати інший об’єкт із наперед відомими властивостями. Це задачі третьої серії.             

Четвертий клас: задачі на дослідження. Це задачі з вимогою “дослідіть”, “порівняйте”, “з’ясуйте” і т. п. Оскільки існує тип математичних завдань із такою вимогою (наприклад, дослідити функцію на екстремум), які не можна віднести до творчих, бо студентам відомий алгоритм їх розв’язання, то ми вважаємо за необхідне ще раз наголосити, що такі задачі до класу творчих математичних задач на дослідження ми не відносимо. 

Якщо слідувати аналогії поділу задач, як це було в попередніх трьох випадках, то можна сказати, що це задачі без явно вираженого завдання, без завдання, що лежить “на поверхні”. Є суб’єктивне (якщо є) відчуття, що щось потрібно виконати, а  з’ясування того, що і як  потрібно виконати - це процес, який входить  до процесу розв’язання задач цього класу. Для таких задач у математиці не існує алгоритму розв’язання. На нашу думку - це найбільш творчі математичні задачі. До них належать, наприклад, задачі на з’ясування математичних софізмів. В нашій класифікації – це, наприклад, задачі четвертої серії.

 Підкреслимо ще раз, що ми вводили такий поділ творчих математичних задач для того, щоб проаналізувати мисленнєвий процес розв’язання задач кожного класу і перевірити  гіпотезу про наявність і характер відмінностей у процесах розуміння задачі, формування гіпотези розв’язку, апробації математичних результатів при розв’язанні різного класу задач. В математиці часто зустрічається ще й поділ задач за типами: задачі на спільну роботу, задачі на спільний рух; різні типи рівнянь, нерівностей, і ще багато інших. У своєму дослідженні ми не використовуватимемо поділ задач за типами, однак посилання на певні типи в разі необхідності будуть зроблені.
Зрозуміло, що такий поділ досить умовний. Розв’язуючи задачу на обчислення, суб’єкт часто доводить той чи інший факт на проміжному етапі розв’язання, і навпаки, доводячи певне математичне твердження, часто доводиться проводити  різні обчислення. Тому, аналізуючи мисленнєвий процес, наприклад, при доведенні, необхідно враховувати і роль операцій обчислення, і роль операцій побудови і т.п. Цілісну ж оцінку психології розв’язання математичної задачі певного класу необхідно давати, аналізуючи процес розв’язання задач цього класу та проміжних етапів розв’язання інших класів задач. Маючи на меті провести аналіз процесу розв’язання будь-якої математичної задачі, задіяної в експерименті впродовж всіх етапів її розв’язання, ми будемо паралельно проводити аналіз певної специфіки математичного мислення, що дає можливість та чи інша серія задач. Для зручності орієнтування в різних експериментальних можливостях серій задач, ми подали їх у Додатку А.

Коротко проаналізуємо задачі кожної із 23 серій.

І. Задачі на знаходження невідомого. Ці задачі мають завдання обчислити, знайти невідому величину будь-яким суб’єктивно доступним методом.
ІІ. Задачі на доведення.   У задачах цієї серії поставлено завдання довести певний математичний факт, будь-яким суб’єктивно віднайденим шляхом.

ІІІ. Задачі на побудову. Основне завдання задач цієї серії - побудувати будь-яким суб’єктивно встановленим шляхом означений математичний об’єкт.

ІV. Задачі на дослідження. Завдання цих задач - пояснити певний математичний факт, з’ясувати його коректність будь-яким шляхом, який обере суб’єкт.

Розв’язання задач І, ІІ, ІІІ, ІV серій не передбачає будь-яких обмежень напрямку розв’язку і додаткових вимог до студента. Досліджується зміст процесу пошуку розв’язку творчої математичної задачі та специфіка пошукової діяльності у випадку, коли задача містить вимогу знайти невідому величину,  довести, побудувати, дослідити: наскільки така вимога змінює процеси розуміння задачі, формування гіпотези розв’язку й апробації мисленнєвих результатів. Вивчається суб’єктивне ставлення до задач такого типу й вплив вимоги на суб’єктивну стратегію пошукової діяльності студента.

V. Задачі на логічні міркування.  Це задачі, розв’язання яких передбачає широке розгортання суджень, більш-менш повного ланцюга логічних математичних міркувань, що опираються на аксіоми, теореми, означення тощо. Досліджується загальна схема міркувань при розв’язанні математичних задач з акцентом на  взаємозв’язок логічних та інтуїтивних компонентів математичного мислення, “функціонування”  символіки, вплив на процес розв’язання конкретної задачі, відомих суб’єкту алгоритмів розв’язання близьких задач. 

VІ. Задачі на утворення понять.   Завдання задач цього класу полягає у виділенні групи суттєвих ознак певних  об‘єктів (не математичних і математичних) та формулюванні їх означення. При виконанні таких завдань вивчається творчий процес утворення понять. При цьому аналізується принцип поділу на головне й другорядне в будь-якій, в першу чергу,  математичній, інформації. Через порівняння процесу утворення не математичних понять і математичних, аналізується місце й роль власне математичних ознак об’єктів у пошуковому процесі. Крім того, на нашу думку, такі завдання дають можливість проаналізувати процес зіставлення сприйнятих вражень (умова завдання) із такими наявними знаннями, які у суб’єкта існують у неточному, неповному вигляді, або взагалі відсутні (вимога завдання). Це сприяє вивченню процесу розуміння творчої математичної задачі.

VІІ. Задачі, що розв’язуються за допомогою рівнянь.   Процес розв’язання цих задач передбачає складання рівнянь. Такі задачі дають змогу дослідити процес формалізації задачної ситуації за допомогою  математичних об’єктів і способи оперування ними. Тобто досліджуватиметься місце й роль процесу формалізації у розумінні задачі, у формуванні й перевірці задуму. Такі задачі сприяють вивченню становлення й функціонування взаємозв’язку числових і символьних компонентів у математичному мисленнєвому процесі.

VІІІ. Задачі з декількома розв’язками.   Розв’язання задач із декількома розв’язками проходить так: після того, як студент знаходить перший розв’язок, йому пропонується знайти ще один, після знаходження другого - ще один і т. д., до того часу, поки студент не відмовляється шукати наступний розв’язок. При цьому, аналізується оригінальність мисленнєвих знахідок (додаткова вимога знайти інший розв’язок активізує пошукову діяльність, сприяє знаходженню оригінальних розв’язків, нестандартному баченню заданої ситуації). 
ІX. Прямі і обернені задачі.   Задачі цієї серії пропонуються парами, що є взаємооберненими одна до одної: після розв’язання прямої задачі, студентові пропонується розв’язати обернену задачу. Досліджується процес розуміння задачі, процеси формування й перевірки гіпотези розв’язку в тих його аспектах, що стосуються необхідних і достатніх умов математичного завдання. Ця експериментальна ситуація сприяє глибшому вивченню процесу апробації мисленнєвих знахідок. 

X. Задачі, пов’язані із просторовою уявою.   Для виконання задач цього класу необхідно уявити фігуру і в уяві виконувати певні маніпуляції, щоб задовольнити необхідні вимоги. Перед розв’язанням задач студента зобов’язують зобразити той об’єкт, про який йдеться у задачі, незважаючи на те, чи задача має вимогу побудувати, чи просторовий об’єкт є допоміжним у розв’язанні іншого типу задач (наприклад, в задачі на обчислення потрійного інтеграла). Акцент дослідження робиться на просторовому компоненті математичного мислення, місці й ролі уяви, просторового бачення в пошукових діях. Задачі цієї серії застосовуються для вивчення процесуально-динамічного аспекту математичного мислення, спрямованого на розв’язання математичної задачі, а також сприяють дослідженню інтуїтивного відчуття взаємозв’язку просторових математичних об’єктів.                                       

XІ. Задачі із взаємопроникаючими елементами.   Це задачі на комбінацію геометричних тіл, або задачі, що вимагають певної математичної операції над складеною функцією. Такі задачі сповільнюють пошуковий процес, що сприяє глибшому вивченню процесу розуміння математичних задач. 

ХІІ. Задачі з різною мірою наочності.   Розглядаються групи з чотирьох задач. Причому перша задача кожної групи є задачею з наочною інтерпретацією,  друга і третя передбачають таку інтерпретацію в процесі розв’язання, до четвертої задачі інтерпретація не пропонується.   Студентові пропонуються дві задачі на вибір (перша й четверта).  Після розв’язання вибраної задачі студент розв’язує дві проміжні (метод розв’язання яких буде піддано аналізу), а потім - “не вибрану” спочатку задачу. Аналізується суб’єктивний вибір студента, а також роль ілюстрацій математичних образів у процесі розв’язання, функціонування просторової складової математичного мислення.   

ХІІІ. Задачі у словесному й наочному оформленні.   Пропонується оцінити математичне твердження на достовірність. Текст задачі супроводжується ілюстрацією, що є лише частинним випадком твердження.  Досліджується вплив ілюстрацій на хід математичних міркувань, подолання нав’язливої залежності логічних міркувань від однобічної інформації, яка пов’язана з ілюстрацією, роль інтуїції у таких ситуаціях.

ХІV. Задачі з несформульованими завданнями. Ні прямо, ні опосередковано не формулюються завдання, але вони логічно (нелогічно) слідують із даних у задачі математичних співвідношень. Вивчається процес розуміння математичних задач, зокрема, розуміння умови й вимоги в цьому процесі.

ХV. Задачі з неповним складом умови.   Відсутні певні дані, тому дати повну відповідь неможливо. При введенні цих даних точну відповідь можна отримати, але вказати на недостатні дані можна лише тоді, коли сприймається формальна структура задачі, комплекс взаємопов’язаних величин.

ХVІ. Задачі з надлишковим  складом умови.   Вводяться додаткові непотрібні дані, що маскують необхідні для розв’язання дані.

За допомогою таких задач вивчається логічний компонент математичного мислення: взаємозв’язок аналізу й синтезу в процесі формування задуму, на різних його мікроетапах, побудова зв’язку того, що буде розв’язком із вихідними даними. Досліджуватимуться шляхи виходу з нестандартних задачних ситуацій (наприклад, чи вводились формально недостатні дані, який зміст введених даних; які дані вважались зайвими і т.п.).

ХVІІ. Системи однотипних задач.   Кожна система містить групу однотипних задач, розв’язання яких або формує алгоритм їх розв’язання, або на основі загального поняття розв’язується вся система. Студенти розв’язують серії однотипних задач, на основі чого формується правило розв’язання подібних задач. І навпаки, вивчивши загальне поняття, розв’язують конкретну задачу. Досліджується процес формування й функціонування алгоритму розв’язання математичних задач, його вплив на процеси розуміння, формування задуму, перевірку задуму.

ХVІІІ. Складання задач даного типу.   Познайомившись із задачею, необхідно скласти свою задачу: а) однотипну, б) іншого типу. Тобто завдання полягає в узагальненні без порівняння на основі лише аналізу. Вивчається функціонування й роль логічних та інтуїтивних компонентів у творчому математичному мисленні. 

XІX. Задачі із змістом, що змінюється.   Пропонується розв’язати дві задачі,  що дуже подібні за формою, словесним вираженням. При цьому задача №2 збудована на основі задачі №1 шляхом зміни одного чи двох компонентів, але це суттєво змінює її сутність. Досліджується виділення сутності задачі, взаємопоєднання інтуїції й логіки в процесі розуміння математичної задачі та апробації отриманих математичних результатів.

ХХ. Задачі, що приводять до самообмеження.   Текст умови цих задач сприймається з обмеженням, або в процесі розв’язання виникають ситуації, що сприяють суб’єктивному самообмеженню. Така задачна ситуація сприяє з’ясуванню взаємозв’язку сприймання й розуміння математичної задачі, розуміння й апробації математичних результатів, ролі уяви й уваги в пошуковому процесі. 

ХХІ. Евристичні задачі.   Задачі, розв’язання яких ґрунтується на догадці. Досліджується загальна схема міркувань при розв’язанні задач такого типу, процес розуміння умови й завдання задачі; роль інтуїції у формуванні й апробації задуму.  Вивчається зміст інверсійного підходу до процесу розв’язання творчої математичної задачі, виникнення догадки, співвідношення логічного та інтуїтивного компонентів творчого математичного мислення.

ХХІІ. Математичні софізми.   Пропонується ряд логічних міркувань, в одній з ланок якого порушена достовірність. Завдання полягає в тому, щоб визначити хибну ланку. Математичні софізми сприяють вивченню функціонування правил формальної логіки в мисленнєвому процесі студента.

ХХІІІ. Нереальні задачі.   Умова й вимога задачі сформульовані так, що задовольнити їх одночасно неможливо. Такі задачі сповільнюють процес розв’язання, що дає змогу більш детально виявити мікроетапи процесу формування задуму, роль та зміст інтерпретації числових і символічних характеристик математичних об’єктів, що містить задача. У випадку виявлення некоректності задачі, студент повинен це довести й запропонувати свою зміну умови для подолання перешкоди.

Такий подвійний поділ задач, на нашу думку, сприяє глибшому вивченню творчого математичного мислення. Дослідження особливостей інтелектуальної діяльності, наприклад, при доведенні чи побудові ґрунтується на основній групі задач, які для цього призначені. Ряд інших задач, завдяки своїй конструкції, дають змогу яскравіше виразити той чи інший бік процесу розв’язання, сповільнити певний мікроетап мисленнєвого процесу.

Наші експериментальні задачі представляють різні розділи елементарної та вищої математики, досить повно охоплюють суть математичної діяльності студента, в певному сенсі моделюють її. Експериментальні задачі підбирались так, щоб вони відповідали своєму прямому призначенню: процес їх розв’язання повинен сприяти з’ясуванню психологічної сутності творчої математичної діяльності. 

Загальна схема дослідження була наступною. Спочатку студент виконував завдання субтесту за 30 хв. Ми використали один із субтестів Г.Ю.Айзенка (числовий субтест), що розроблений автором для визначення загального інтелектуального рівня розвитку людини [11]. Субтест включає серію задач, що поступово ускладнюються, на розв’язання яких виділяється обмежений проміжок часу. Метою введення тестового дослідження в наше дослідження було виявити загальний  математичний рівень його учасників. Студенти з дуже низькими показниками в подальшому дослідженні участі не брали.

      Кожен з учасників експериментального дослідження розв’язував по 23 задачі (по одній з кожної із 23 серій) у передбачуваному експериментальному режимі. Після виконання кожного завдання студенту доводилось коротко описувати процес розв’язання задачі, а після опису він відповідав на запитання експериментатора щодо процесу розв’язання. Часто це перетворювалось в бесіду. Процес розв’язання (репліки, запитання, емоційні реакції і т.п.), бесіда стенографувались й аналізувались разом із записами, які вели студенти, розв’язуючи задачу. Зрозуміло, що співпраця експериментатора із студентом проходила впродовж тривалого часу, адже за один сеанс розв’язувалась 1-2 задачі. Ми прагнули при цьому отримати не менше 20 розв’язків (вірних і ні) кожної задачі. 

У дослідженні передбачається проаналізувати логічні форми думок: поняття, судження, умовиводи. Тому вводиться спеціальна серія задач (серія VІ) із завданням, що полягає у створенні понять. Ми вивчали процес створення штучних і математичних понять із тим, щоб отримати порівняльну характеристику, аналізуючи при цьому основу поділу об’єктів на класи, його ознаки, співмірність поділів тощо. Поняття вводяться на основі означення (такої логічної операції, за допомогою якої розкривається зміст поняття). Означення ж у математиці мають особливо велике значення. Тому, на думку автора, при дослідженні математичного мислення доцільно проаналізувати їх утворення, “функціонування” у пошуковому процесі. При цьому слід звернути увагу на їх зміст, на їх істинність.

Характер суджень та умовиводів, їх істинність чи хибність є індикаторами процесу розв’язання математичної задачі, тому їх аналіз передбачається проводити впродовж розв’язання будь-якої задачі (будь-якого класу, будь-якої серії).

Поставивши собі за мету дослідити творче математичне мислення, ми повинні аналізувати не лише логічно вірні міркування. Дослідники творчості акцентують увагу на тому, що творчі розв’язання часто вдається знайти всупереч логіці,  за допомогою так званого “інверсійного мислення” [444], чи на основі існуючого у досвіді суб’єкта побічного продукту попередніх мисленнєвих актів [331].

Як відомо розв’язання творчих задач – це поєднання логічно вивірених мисленнєвих кроків та інтуїтивних догадок. Догадки супроводжують і процес розуміння, і процес формування задуму, і процес апробації задуму. “Інтуїція, цей невловимий життєвий елемент, завжди активно присутній у творчій математиці і спонукає та спрямовує навіть найбільш абстрактні міркування.” [219, с. 22] Тому ми аналізували неусвідомлювані акти впродовж всіх етапів розв’язання математичних задач і при розв’язанні всіх класів задач.

Математична задача - це часто задача про кількісні співвідношення. Кількість може мати вирішальне й побічне значення. Визначення змісту впливу кількісних характеристик на якісні в процесах розуміння математичної задачі, формування гіпотези її розв’язку - є одним із важливих завдань даного дослідження. Ми вивчали, наскільки такий вплив суттєвий для задач різного класу. Окрім того, кількісне співвідношення може бути неадекватним для розв’язання конкретної задачі, що робить її творчою. Адже виявлення невідповідності не дозволяє використати відомий (якщо він є) алгоритм розв’язання, сприяє вирішенню проблеми з врахуванням реальних числових співвідношень, що задаються текстом задачі. Як влучно з цього приводу сказав Л.М.Толстой: “ Завдання математики не навчання лічбі, а навчання прийомів людського мислення під час лічби” [405, с. 483] . 

Математичні  задачі містять математичну символіку в досить широкому аспекті, адже студенти вже обізнані зі значною кількістю загальноприйнятих символів сучасної математики. Окрім того, маючи за мету дослідити роль таких символів у математичному мисленні, ми розглянули задачі, що передбачають додаткове введення символів і, навпаки, - розв’язання задач після розкодування символів. Такому завданню служать задачі  VІ, VІІІ, XІ, XІІ, XXІ серій.

Використання формалізованих об’єктів вивчається майже на всіх задачах. Особливо яскраво це ілюструють задачі на складання рівняння (серія Х), однотипні задачі (серія XVІІ).

Системи однотипних задач (серія XVІІ), задачі із змістом, що змінюється (серія XІX) прямі і обернені задачі (серія ІХ), нереальні задачі (серія XХІІІ) - усе це серії задач, що сприяють з’ясуванню того, наскільки існування алгоритму певних математичних задач впливає на математичний мисленнєвий процес.
Ми вивчали, як функціонує просторовий компонент математичного мислення. Для цього в першу чергу аналізували процес розв’язання задач на побудову (серія ІІІ), а також всіх інших серій, де досліджувані вдаватимуться до геометричних ілюстрацій. Вивчалась роль просторового компонента для кожного класу задач, кожного мисленнєвого стилю, а також його значущість при отриманні логічних та інтуїтивних результатів продовж розв’язання будь-якого класу задач, будь-якого етапу розв’язання. 

Аксіоматична побудова математики і та жорсткість і чіткість, що цим забезпечується, передбачає певну особливість пошукової діяльності. Творчість, як відомо, базується значною мірою на фантазіях, уявленнях, що повноправно вплітаються у мисленнєвий процес. Такий стан справ зобов’язує дослідника математичної творчості вивчати характер і зміст співіснування аксіоматичної побудови математики і творчих компонентів у мисленні, що спрямовані на розв’язання математичної проблеми. Питання про те, наскільки чітка ієрархія побудови математичних теорій (аксіоми - теореми, неозначені поняття - означення) обумовлює пошуковий процес, досліджували за допомогою аналізу розв’язання нереальних (серія ХХІІІ) та евристичних (серія ХХІ) задач.
Розглядатимемо процес розв’язання математичних задач як триетапний: вивчення умови задачі, формування задуму, перевірка задуму. Тому  дослідження пошукового математичного процесу будемо проводити, вичленюючи кожен етап. Крім того, у розв’язанні кожної задачі будемо виділяти три процеси: процес розуміння задачі, процес формування гіпотези розв’язку, процес апробації мисленнєвих результатів, які проаналізуємо в окремих розділах роботи. При цьому наголосимо, що мова йде не про три послідовні процеси розв’язання творчих математичних задач. Це швидше всього три процеси, що лише деколи проходять у послідовному порядку. Частіше всього - це процеси, що переплітаються один з одним у найрізноманітніших комбінаціях. Опираючись один на одного, вони сприяють розвитку кожного.  Все ж вони мають цілісну характеристику й значущість, що дає змогу говорити про кожного з них як самостійний процес творчої математичної діяльності, який має місце при розв’язанні творчих математичних задач.
Отже, щоб отримати досить різнобічну характеристику творчого математичного мислення, воно вивчалось:

 1) на різних етапах процесу розв’язання будь-якої задачі (вивчення умови задачі, формування гіпотези розв’язку, перевірка розв’язку ); 

2) при розв’язанні різних класів задач (задач на знаходження невідомої величини, задач на доведення, задач на побудову, задач на дослідження);   

3) при розв’язанні задач із різною формою подачі умови (23 серії задач,  кожна з яких містить по кілька задач).

 Ці три напрямки дослідження утворили єдину комплексну програму, що дозволила отримати інформацію про творче математичне мислення.

Реальний процес мислення при розв’язанні експериментальних математичних задач передбачається оцінювати за: 1) об’єктивними записами, схемами, кресленнями, що виконувалися розв’язуючими;
2) стенограмою їх словесних висловлень; 3) запитаннями та відповідями розв’язуючого; 4) самозвітом розв’язуючих.

Підхід, що визначився, дозволив нам у ході дослідження скласти процесуально-динамічну характеристику творчого математичного мислення, визначити вплив класу задач на зміст такої характеристики, ввести та дати аналіз індивідуальних математичних стилів. Виявлена характеристика творчого математичного мислення породила ідею його активізації й оптимізації, методика якої буде описана у розділі VIІ.

Основна ідея дослідження: математичне мислення при розв’язанні задач залежить від змісту задачі й індивідуальних відмінностей мисленнєвого процесу того, хто розв’язує задачу, породила завдання: 

1) вивчити процесуально-динамічні особливості творчого математичного мислення в процесі розуміння задачі, в процесі формування гіпотези розв’язку, в апробаційному процесі;

2) установити вплив специфіки математики на перебіг мисленнєвих процесів при розв’язанні математичних задач;

3) виявити й дослідити специфіку пошукової діяльності суб’єкта при розв’язанні математичних задач різних класів;

4) виявити й проаналізувати індивідуальні відмінності у творчому математичному мисленні.
* * *

На сучасному етапі розвитку загальної психології творчість, як вид людської діяльності, досліджується на основі системного підходу, що передбачає цілісне вивчення складних явищ на основі чіткого концептуального апарату і вихідних понять. Це означає пріоритет цілісно-системного підходу до процесу творчого мислення і спричинює необхідність виділення основних аспектів і базових компонентів, котрі визначатимуть основний напрямок у дослідженнях проблеми творчого мислення. До основних психологічних аспектів можна віднести процесуально-динамічний, що у свою чергу містить когнітивний, операційний та регулятивно-особистісний компоненти. Це спричинює необхідність віднайти адекватну модель творчого процесу, котра здатна забезпечити такі основні напрямки у дослідженні процесуально-динамічного змісту та індивідуальних відмінностей творчого мисленнєвого процесу.

У психології творчість означається як процес створення чогось нового, раніше невідомого творцю. Саме тому нова задача є моделлю творчої проблеми, а процес її розв’язування – модель творчого мисленнєвого процесу. Крім того, розв’язування творчих задач – могутній засіб розвитку, це шлях до формування творчого мислення суб’єкта.

Аналіз процесу розв’язування творчих математичних задач пов’язаний із специфікою математики: наявністю знакової символіки, формалізацією методів дослідження різних матеріальних систем, наявністю й одночасним функціонуванням аксіоматичного й конструктивного методів побудови математичних теорій, алгоритмічністю розв’язування багатьох математичних задач. Зокрема, переведення вербально виражених закономірностей на мову математичних знаків, сприяє розумінню інформації, знищенню мовних перешкод, при умові наявності відповідних математичних знань. А формалізовані методи математичного дослідження поширюються на різні матеріальні системи, тому, маючи однакову форму й однаковий формальний математичний зміст, мають різні практичні застосування і вимагають різного інтерпретування, а отже, різної оцінки з точки зору придатності отриманих результатів. Зауважимо, що з’ясування взаємозв’язку між символьними формалізованими математичними об’єктами і їх вербалізованими оригіналами в пошуковому процесі, сприяє можливості впливу на формування найбільш комфортного взаємовідношення між ними, що активізуватиме  результативні пошукові дії.

Досліджуючи творчий математичний процес, важливо пам’ятати, що сучасна математика – це взаємозв’язок дедукції з конструктивним підходом, логіки з уявою, а правильність її базових положень не піддається експериментальній перевірці (аксіоматична побудова), тому в науці панує логічний метод доведення. Панування логічного методу доведення в математиці, не виключає існування, а, отже, і певної ролі, інтуїтивного компонента творчого математичного мислення. 

З точки зору розв’язування творчих математичних задач суттєвим є наявність алгоритмів розв’язування багатьох із них. Це часто спричинює суб’єктивні дії за аналогією до відомих задач, що не завжди є корисним, бо перешкоджає пошуку нових, оригінальних рішень задач. В той же час,  використання відомого мисленнєвого прийому у незвичній ситуації сприяє знаходженню розв’язку багатьох задач. Творчий математичний процес – це, у значній мірі, вміле оперування відомими алгоритмами, балансування між їх вдалим використанням і відмовою від них за допомогою усвідомлених і неусвідомлених мисленнєвих актів.

Цей процес опирається на загальний інтелектуальний рівень особистості і її рівень знань, вмінь і навичок із математики. Це дає змогу при розв’язанні математичних задач, в тій чи іншій мірі вільно оперувати формалізованими математичними об’єктами (математичними символами, просторовими об’єктами) у межах конкретної математичної теорії. 

Будь-який пошуковий мисленнєвий процес регулюється суб’єктивними мисленнєвими  тенденціями та мисленнєвими стилями. 

ЧАСТИНА ІІ. ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ ТВОРЧОГО МАТЕМАТИЧНОГО МИСЛЕННЯ У СТУДЕНТІВ 

РОЗДІЛ 3. РОЗУМІННЯ ТВОРЧОЇ   МАТЕМАТИЧНОЇ   ЗАДАЧІ – СКЛАДОВА ТВОРЧОГО МАТЕМАТИЧНОГО МИСЛЕННЯ

Цей розділ присвячено аналізу процесу розуміння. Подається сучасна точка зору психології на феномен розуміння. Описуються результати психологічних досліджень процесу розуміння при розв’язанні творчих задач і творчих математичних задач зокрема. 

Проводиться системний аналіз процесу розуміння творчих математичних задач за допомогою з’ясування сутності його когнітивного, операційного та регулятивно-особистісного компонентів. 

Дано наскрізну характеристику процесу розуміння впродовж усіх етапів  розв’язання творчих математичних задач: вивчення умови задачі, формування гіпотези її розв’язку, перевірки отриманого результату; проаналізовано його відмінності при розв’язанні задач різних класів; описано зміст та механізми математичної інтуїції у процесі розуміння та її взаємозв’язок з усвідомленими актами творчого математичного процесу.

3.1 Аналіз психологічних аспектів феномена розуміння

Увага до феномена розуміння, його природи, ролі й значення в діяльності суб’єкта - є однією з характерних особливостей сучасного етапу філософських, психологічних, педагогічних досліджень. Знайомлячись із літературою по даній темі, легко переконатися у різноманітності підходів як при постановці проблеми розуміння, так і при її дослідженні. Така різноманітність підходів сприяє створенню враження, що одним і тим же терміном у ряді випадків позначають різні проблеми [151]. Це ускладнює його дослідження.

Методологія науки свідчить, що в жодній з галузей наукового пізнання розуміння не є провідним методом дослідження чи його основною метою. Розуміння - це не засіб пізнання світу, а лише засіб отримання знань про дійсність [229]. Коли розуміння спрацьовує відносно гладко, його просто не помічають, коли ж його автоматизм перестає діяти, розуміння стає предметом роздумів, предметом вивчення.

У даний час теорія розуміння розроблена недостатньо, не існує єдиної точки зору на сутність розуміння, не існує єдиного визначення розуміння [203]. Більшість існуючих визначень розуміння мають односторонній характер, акцентується увага переважно на загальних проявах пізнавальної функції розуміння і недостатньо аналізується специфіка самого процесу, механізму дії.

Вивчення проблеми розуміння у філософії проходить по двох лініях: 1) вважається, що головним аспектом розуміння є детермінація його зі сторони об’єкта, яка забезпечує його адекватність дійсності [412, 435]; 2) вважається, що розуміння — це  специфічний тип пізнавального відношення, що направляється на пізнання людини й продуктів її діяльності [33, 66, 413]. На цій основі існує ряд філософських позицій щодо сутності розуміння: розуміння як декодування [351], розуміння як оцінка [229], розуміння як результат пояснення [54, 306]. Ці позиції надто однобічні і це перешкоджає створенню теорії розуміння.

У класичній філософії проблема розуміння розглядається як проблема знання про знання [3, 4, 66, 416]. Розуміння намагаються пояснити через різні форми знання [ 142, 438]. Поряд із цим існує точка зору про якісну різницю між розумінням і знанням [33,151]. “Знання існує всупереч незнанню, поза його темних територій; розуміння ж можливе завдяки нерозумінню ...” [33, с. 111].

Ряд дослідників вважають розуміння певною формою відтворення об’єкта в знаннях, яка виникає у суб’єкта в процесі взаємодії з дійсністю, що пізнається [145, 351, 360, 435]. Тобто не лише результат пізнання людиною предметної дійсності, а перш за все, сам процес проникнення в суть того, що вивчається [3, 66, 121, 162, 196, 202, 291].

Багато психологів сучасності таких, як С.Л.Рубінштейн, Г.С.Костюк, Л.Л.Гурова, Ю.К.Корнілов, В.В.Знаков, А.В.Антонов, В.О.Моляко, А.Б.Коваленко і ще багато інших працювали й працюють над вивченням феномена розуміння. Маючи свій власний підхід, кожен із них сприяє створенню цілісної картини означеної психологічної проблеми. Багато робіт психологів присвячено вивченню факторів, що впливають на процес розуміння [156, 190, 191, 199, 231, 426, 465], структуру розуміння, його етапів [159, 160, 293, 485], форм [196], дослідженню значення розуміння в діяльності суб’єкта [198, 202, 211, 330, 427, 466]. Однак досі не створено єдиної загальнопсихологічної теорії розуміння.

При вивченні проблеми розуміння в психології,  як об’єкт дослідження, авторами висуваються різні ознаки. Не існує єдності у психологів про те, які психологічні процеси слід пов’язувати з розумінням, але найчастіше при вивченні феномена розуміння дослідники оперують поняттями, які відносяться до психології мислення (наприклад, аналіз, синтез, порівняння, узагальнення тощо). 
У психології зустрічається використання поняття “розуміння” у контексті аналізу всіх психологічних аспектів взаємодії людини з предметним світом — сприймання, пам’яті, мови тощо (у широкому значенні). Тобто розуміння виступає як необхідний атрибут будь-якого рівня пізнання, спілкування чи всіх психологічних процесів [наприклад, 379]. Крім того, поняття “розуміння” застосовують як компонент лише мислення (вузьке значення), що є узагальненим відображенням суттєвих властивостей і зв’язків між предметами і явищами [132].

Аналізуючи дослідження психологів по означеній проблемі, можна відзначити, що в їх роботах: а) розуміння інколи пов’язується з психологічним процесом мислення (Г.С.Костюк [202 ], М.Д.Левітов [226]), інколи розглядається як одна з форм мислення (К.К.Платонов [324], В.Шевчук [437] ), випадків мислення (Ю.К.Корнілов [196]), властивостей мислення (Л.Л.Гурова [121]), окремим пізнавальним процесом (А.В.Антонов [19]); б) зустрічається точка зору, за якою мислення є компонентом розуміння (П.Зіфф [494]); в) деякі автори вважають, що розуміння не зводиться до мислення і включає в себе інші психологічні процеси (пам’ять, уява) (В.В.Знаков [159], В.О.Моляко [293], А.Б.Коваленко [189]). Саме з таких позицій проводиться аналіз процесу розуміння в даній роботі.

С.Л.Рубінштейн підходив до аналізу розуміння як до мисленнєвого процесу. Його вислів “Мислити людина починає, коли у неї з’являється потреба що-небудь зрозуміти” [360, с. 289], став аксіоматичною формулою для багатьох дослідників цього психологічного явища. За С.Л.Рубінштейном, механізм розуміння такий самий, як і механізм мислення: виявлення щоразу нових якостей об’єкта за допомогою аналізу через синтез, яке настає за допомогою включення нових об’єктів у різні зв’язки.  

Підходячи до розуміння як до мислення, Г.С.Костюк писав: “Розуміння як процес, це і є процес мислення, направлений на розв’язання завдань, що стоять перед особою. Немає підстави розглядати розуміння як якийсь особливий процес, окремий від мислення” [202, с. 72]. Він вважав розуміння опосередкованим аналітико-синтетичним процесом, що виділяє основні елементи певної ситуації та об’єднує їх у єдине ціле. У мисленнєвому процесі вчений трактував розуміння як пізнання суттєвого. “Розуміння є не простим, не безпосереднім, а складним і опосередкованим, суперечливим процесом відображення людиною сутності речей” [202, с. 268].

Багато психологів, слідом за С.Л.Рубінштейном, Г.С.Костюком вважають розуміння аналітико-синтетичною діяльністю [54, 150, 196, 293, 399]. Причому, в літературі операції синтезу часто віддається провідна роль у процесі розуміння [54, 196, 292]. Так, досліджуючи процес розуміння, А.А.Брудний дійшов висновку про провідну роль у цьому процесі операції синтезу: “...розуміння проявляється в побудові зв’язаних і цілісних систем” [54, с.5]. Підтвердженням такої точки зору є дослідження Знакова  В.В. Виділяючи розуміння як один із факторів регуляції наукового пошуку, автор підкреслює визначну роль при цьому розуміння-об’єднання, результатом якого є цілісне розуміння [159, 160].

Проте зустрічається інша точка зору. Зокрема, німецький математик XX ст. Г.Вейль, даючи аналіз процесу розуміння в математиці, писав так: “… різні сторони предмета математичного дослідження ми піддаємо природному розділенню, кожну сторону окремо освоюємо, виходячи з особливого, порівняно вузького і легко осяжного набору гіпотез і потім повертаємось до цілого, належним чином об’єднуючи розрізнені результати у складну єдність. Остання, синтетична, частина процедури носить  чисто механічний характер. Уся майстерність полягає в першій, аналітичній, частині - розділення й узагальнення” [78, с. 25].

Намагаючись зібрати відомі напрацювання психологів про співвідношення мислення й розуміння, В.В.Знаков [158, 160, 162] робить висновки: 1) розуміння може існувати без мислення (коли опирається на минулий мисленнєвий процес — розуміння зводиться до впізнавання); 2) мислення можливе без розуміння (людина не завжди розуміє всі проміжні результати в процесі розв’язання задачі); 3) не існує специфічного процесу розуміння, що відрізняється від процесу мислення; 4) не можна говорити про розуміння як специфічний вид мислення. “... розуміння як компонент мислення, має безпосереднє відношення не до виявлення нових знань про дійсність, а до їх засвоєння, вписування нового в структуру досвіду, особистісного знання суб’єкта” [160, с. 89].

У психологічній літературі розуміння розглядається як процес і як результат. Процес розуміння може бути досить складним і являти собою процес розв’язання пізнавальної задачі (А.В.Брушлінський, Ю.К.Корнілов, В.О.Моляко, О.К.Тихомиров), в ході розв’язання якої суб’єкт неодноразово переформульовує вихідні дані. В кожному новому переформулюванні завдання вже в певній мірі міститься неявне знання, що є розв’язком цього завдання, і у суб’єкта формується операційний зміст послідовності кроків мисленнєвого пошуку, тобто пізнавальна задача стає мисленнєвою задачею [55, 211, 292, 438]. Він зрозуміє переформульовану задачу і розв’яже її, якщо зробить такі висновки зі зміненої ситуації, що не суперечать об’єктивним умовам поставленого завдання і відповідають цілям суб’єкта [41, 76, 101, 188, 247, 319, 326, 454, 457].

Але, розглядаючи розуміння як процес розв’язання пізнавальної задачі, слід зважати на процес формування мети й постановки задачі, що веде до виявлення типу мисленнєвої задачі, яку в цьому випадку розв’язує суб’єкт. Тип мисленнєвої задачі спричинює виникнення у суб’єкта конкретних форм розуміння (розуміння-впізнавання, розуміння-прогнозування, розуміння-об’єднання). Так, експериментальні дослідження В.В.Знакова дали йому можливість зробити такі висновки: на основі одних і тих вимог інструкції піддослідні при розумінні однакових речень переслідують різну мету і формулюють неоднакові задачі. Тому у них по-різному протікає процес розуміння, виникають різні його форми [160].

Згідно  досліджень В.В.Знакова, важливим є виявлення ролі розуміння суб’єкта при побудові і здійсненні ним схеми розв’язання поставленої пізнавальної задачі. Будучи важливим фактором регуляції пошуку розв’язання, розуміння має подвійну роль: 1) розуміння предметів і явищ, про які йдеться; 2) розуміння прогнозує всі етапи розв’язання і є обов’язковим компонентом, необхідною умовою завершення кожного з них.

У першому випадку розуміння базується переважно на минулому досвіді, здійснюється у формі розуміння-впізнавання (фактори, що аналізуються, відносяться до розряду відомих чи нових). Розуміння на цьому етапі не ототожнюється з пам’яттю хоча б тому, що людина обов’язково усвідомлює значення об’єкта розуміння, що закріплене за ним у певному соціальному суспільстві. Якщо ж об’єкт розуміння новий, то суб’єкт починає зіставляти його ознаки з ознаками відомих йому об’єктів, шукати подібність між ними, відносити цей об’єкт до певного класу об’єктів. Розуміння настає після виявлення об’єктів, що подібні до аналізуючих [148, 151]. Процес включення нових об’єктів у минулий досвід суб’єкта вимагає від нього так змінити структуру цього досвіду, щоб, опираючись на нього, з’явилась можливість по-новому оцінити факти.

Основний зміст психічної діяльності суб’єкта в другому випадку полягає в: 1) висуванні гіпотез щодо розв’язку; 2) конструюванні цілого з частин і 3) поясненні знайденого розв’язку [151]. Адекватність гіпотези по відношенню до реального світу визначає успішність розуміння, в той час, як причини нерозуміння слід шукати в невірній гіпотезі.

Гіпотеза, що направляє процес розуміння, розкриває лише деякі сторони об’єкта (явища), що пізнається. Ця сторона об’єкта (явища) проявляється більш чітко у створеній гіпотезою об’єктивній ситуації (розуміння-прогнозування). При цьому можуть бути неврахованими певні суттєві властивості предмета, що досліджується, тоді отримаємо неповне і навіть хибне його розуміння. Подолати таке розуміння можна шляхом висунення нової гіпотези.

На наступному етапі розуміння природи предмета дослідження суб’єкт повинен спочатку вибрати найбільш суттєві ознаки предмета, що відомі з попереднього досвіду, накреслити коло взаємозалежних ознак, пов’язати їх у ціле, що стане основою розуміння. Ця форма розуміння — результат розв’язання суб’єктом мисленнєвої задачі конструювання цілого з частин. В.В.Знаков називає його “розуміння-об’єднання”.

Останній етап дослідник назвав “розуміння-пояснення”. Лише спроби пояснити явище, що пізнавалося, виявляє недостатність розуміння, його нецілісність. Ця форма розуміння найбільш складна з описаних вище і вбирає в себе всі пізнавальні процеси, що використовувались на попередніх етапах (упізнавання, прогнозування, об’єднання).

Словесне чи символічне пояснення є необхідним компонентом будь-якої форми розуміння, нерозривно пов’язане з ним і є його зворотною стороною. Через пояснення можна визначити, яка форма розуміння предмета дослідження виникає у суб’єкта на певному етапі пошуку [46].

Отже, опираючись на найбільш значущі для процесу розуміння три пізнавальні процедури — упізнавання знайомого в новому, висування гіпотез про минуле чи майбутнє об’єкта, об’єднання елементів, що розуміються, в ціле — В.В.Знаков виводить чотири форми розуміння: розуміння-впізнавання, розуміння-прогнозування, розуміння-об’єднання, розуміння-пояснення.

Значна частина дослідників пояснює механізм розуміння через осмислення [18, 54, 120, 132, 162, 202, 246] і переосмислення [190]. Смисл — це “перемичка” між поняттями “розуміння” і “знання”. Самі по собі знання, що існують у суб’єкта, не можуть бути використані в процесі розуміння без осмислення їх, тобто без наділення цих знань суб’єктом певним смислом.

Значне місце займає проблема смислоутворення в ході розуміння, в дослідженнях Л.Л.Гурової [120, 121, 122]. Вона вважає, що “...розуміння — це проходження інформації, що отримуємо, через суб’єктивну сферу доцільності...” [121, с. 136]. Л.Л.Гурова прийшла до висновку, що процеси розуміння в досягненні суті повідомлення і в процесі прийняття рішення, при мисленнєвій діяльності, спрямованій на  розв’язання задач, мають загальну психологічну сутність, споріднений механізм. Ця спорідненість полягає в утворенні на основі смислових зв’язків цілісності, адекватної об’єктивному значенню цієї інформації. Відбувається перехід об’єктивного інформаційного змісту в суб’єктивну сферу смислів розуміння. Такий перехід є необхідною умовою розуміння.

А.В.Антонов підкреслює, що смисл — це стисла схема, що включає в себе значення зв’язків і відношення між ними, форма буття знань і його параметри залежать як від об’єкта, так і від суб’єкта розуміння [16, 19].

Ю.К.Корніловим простежено динаміку розуміння в залежності від ступеня осмисленості задачі (досліджувалось розуміння фізичних задач): при першому ознайомленні із задачею розуміння опиралось на уявлення про важливість певних даних (уявлення, які сформовані минулим досвідом) і певна частина тексту стає осмисленою; на другому етапі суб’єкт зіставляє між собою розрізнені дані, зв’язує їх у системи на основі їх смислу; на третьому етапі настає фізичне розуміння задачі, осмисленість [196].

Досліджуючи розуміння творчих задач, А.Б.Коваленко вважає виділення прихованого смислу основним критерієм розуміння творчої задачі. “... зрозуміти творчу задачу – означає усвідомити приховану її проблемність, тобто таке смислове розміщення окремих її елементів, яке породжує процес мислення і спрямовує його на зняття цієї проблемності” [190, с. 80].

Процес смислоутворення особливо актуальний для психологів, що працюють у галузі створення штучного інтелекту “розуміючих систем” [454, 465].

При вивченні розуміння окремі дослідники часто розглядають його в різних ракурсах. Так А.О.Смирнов експериментально з’ясував, що ми досягаємо розуміння в результаті розкриття того чи іншого зв’язку, усвідомлення його. Тобто розуміння — це відображення зв’язків, явищ реального світу [379].

Розуміння базується на образах, і це не обов’язково наочні дані, але й образи тих об’єктів, що не сприймаються в даний момент. Не можна зрозуміти явище, не уявляючи його, зокрема, щоб зрозуміти задачу, треба уявити ті ситуації, про які йде мова [28, 49, 78, 80]. 

Зустрічається дослідження розуміння, як процесу й результату відповідей на запитання. Зокрема, В.В.Знаков підкреслює, що “...чим більше поставлено запитань і отримано відповідей на них, тим глибше суб’єкт чи група людей розуміє об’єкт розуміння” [160, с. 35]. Вияв потреби зрозуміти об’єкт — це питання, що задаються суб’єктом. Питання — це вияв думки, що зароджується. I особливо важливі питання по суті справи стають рушійною силою подальшого ходу процесу розуміння й розв’язання задачі. Відсутність питань не завжди можна оцінити як те, що суб’єктові все зрозуміло. Навпаки, це нерідко свідчить про поверхневість розуміння, байдужість до того, що розуміється, незацікавленість.

Часто розуміння, не будучи предметом спеціального дослідження, аналізується дослідниками в поєднанні з основними результатами. Зокрема, досліджуючи процес запам’ятовування, А.О.Смирнов [379], П.I.Зінченко [156,] встановили, що він впливає на розуміння (може навіть погіршити розуміння, коли суб’єкт має передчасну установку на запам’ятовування). Це підкреслює важливість вміння ставити завдання — зрозуміти його.

У процесі розуміння важливе місце належить інтуїції, як моменту мислення, як згорнутого мисленнєвого процесу [202]. Інтуїтивне розуміння (догадка) може проявлятися як розуміння умови в цілому або її частини, так і розуміння основного питання, на яке потрібно дати відповідь для досягнення мети, що міститься в умові задачі. Механізм проявів розуміння як догадки може бути різний, в залежності від того, який процес — пам’ять чи мислення — займає провідне місце. 
В одних випадках догадка може бути результатом повного або часткового впізнавання в процесі вивчення умови нової задачі. Таке впізнавання має неусвідомлений характер. У більш складних випадках розуміння є результатом прискореного синтезу конструювання елементів [289, 291, 292]. В.О.Моляко підкреслює, що таке розуміння настає внаслідок замикання ланцюга структурно-функціональних блоків та елементів якимось суттєвим для суб’єкта елементом чи ознакою (“реле-ефект”). Таке замикання включається автором у систему психологічних каталізаторів інтуїтивного мислення. У сфері свідомості суб’єкта в певний момент існує саме цей елемент чи ознака, а все те, що було до цього, витісняється, не усвідомлюється ним. Звідси неусвідомленість усього процесу.

При аналізі розуміння зарубіжними психологами виділяється ряд підходів: 1) методологічний: розуміння як інтерпретація [453, 459], що розповсюджений в основному в контексті досліджень по методології науки; 2) когнітивний: розуміння — це включення нових знань у минулий досвід суб’єкта [ 455, 457, 567]; 3) логічний: розуміння — це здатність до висновків [454, 459]; 4) семантичний: розуміння — результат інтерпретації відношень (розуміння настає тоді, коли суб’єкту стає зрозуміло про що йде мова) [453, 462]; 5) лінгвістичний: розуміння — це результат трансформації поверхневої структури речення в глибинну репрезентацію (розуміння настає після умовного розчленування цілого на частини) [467]; 6) комунікативний: розуміння — це взаєморозуміння при спілкуванні [463, 486].

Специфіка будь-якого з цих психологічних досліджень розуміння  у вивченні даного феномена як суб’єктивної форми ставлення людини до об’єкта розуміння. Незважаючи на якісні відмінності експериментальних  підходів до аналізу розуміння в роботах зарубіжних психологів, є спільне: основні їх зусилля направлені на статичні аспекти розуміння, а не на процесуальні, динамічні. Більшість робіт вивчає розуміння текстів і майже відсутні роботи по вивченню розуміння мисленнєвої задачі в процесі її розв’язання.

 Розуміння є передумовою успішного виконання будь-якого виду діяльності, будь-якого трудового процесу, що пов’язаний із змінами в характері роботи, у використанні засобів діяльності. В цьому випадку можна говорити про розуміння як про “стартовий майданчик” при розв’язанні зовсім або частково нових завдань. Слід зауважити, що за окремими винятками [189, 191, 196, 291, 292], у психологічних публікаціях досить рідко розглядається механізм розуміння в процесі розв’язання задач. І досі в науковій літературі не розкриті специфічні особливості розуміння як одного з компонентів мислення суб’єкта, що розв’язує творчу задачу.

У процесі діяльності суб’єкт постійно розв’язує  мисленнєві задачі. Розвиток психології мислення вніс значні корективи в уяву про роль розуміння у розв’язанні задач. Установлено, що розуміння формується в процесі розв’язання задачі і тому його виникнення не можна віднести лише до однієї якоїсь стадії мисленнєвого процесу [160, 192, 302, 399]. Оскільки розуміння являє собою не лише результат мислення, але є одним із його процесів, то воно бере активну участь у розв’язанні задачі, забезпечує успішність цього розв’язання. При цьому етапи розуміння відповідають етапам розв’язання задач.

Найбільш розширену характеристику розуміння при розв’язанні творчих задач дає у своїх працях В.О.Моляко, досліджуючи творчі технічні задачі [289, 290, 291, 292].  Він описує основні закономірності, механізми процесу розуміння конструкторських задач, виділяючи його основні мікроетапи, з’ясовує причини нерозуміння та неправильного розуміння змісту задачі. Психологічну сутність процесу розуміння дослідник вбачає у зіставленні нової інформації про досліджуваний об’єкт із наявними у суб’єкта еталонами . “Поза процесом порівняння розуміння неможливе”  [292, с. 28]. Таким чином, ефективність розуміння досягається суб’єктом тоді, коли у нього існують відповідні еталони, що подібні до нових, які присутні у задачі. 
Розуміння стосовно всього процесу розв’язання автор умовно розділяє на розуміння умови задачі й розуміння шуканої відповіді, між якими існує логічна ”перемичка”.

Дослідженнями О.В.Моляко встановлено, що розуміння умови конструкторської задачі (як одного з видів творчої технічної задачі) являє собою, з однієї сторони, складний мисленнєвий процес і є необхідною умовою побудови задуму наступного розв’язку; із другої сторони, процес розуміння сам містить у собі висування й розв’язання гіпотез, що необхідні суб’єкту саме для того, щоб зрозуміти конкретні умови.

Таким чином, можна констатувати, що розуміння творчої задачі формується по ходу її розв’язання, а психологічна сутність процесу вбачатиметься у зіставленні нової інформації зі старою, відомою суб’єкту.
3.2    Психологія розуміння творчих математичних задач

Зазначимо, що аналіз процесу розуміння математичної задачі як такої у літературі зустрічається рідко. До таких належать роботи Д. Пойя, який надавав розумінню виключної ваги в пошуковій діяльності, спрямованій на розв’язання творчої математичної задачі. Серед механізмів самого процесу розуміння автор виділив і описав аналогію, як засіб, що існує на індуктивній фазі математичного відкриття і має важливе значення [325, 326].

Варто відзначити значний вклад у розв’язання цієї психологічної проблеми вітчизняного дослідника Г.С.Костюка, який вивчав процес розуміння при розв’язання математичних задач молодшими школярами. Дослідник акцентував увагу на розумінні ними логіко-граматичних конструкцій задачі, розумінні умови й вимоги, необхідних і достатніх умов. При цьому автор приділяв велику увагу питанню активізації процесу розуміння математичних задач школярами [202]. 

Питання розуміння школярами  математичної задачі як проблеми вивчається С.Д.Максименком [247]. Автор, досліджуючи роль розуміння в процесі розв’язання творчих математичних задач школярами, наголошує на значущості сприймання змісту задачі, на якості її переформулювання для більш повного з’ясування умови та вимоги.  

Дослідження процесу розуміння при розв’язанні математичних задач проводила Л.Л.Гурова Автор отримала ряд психологічних оцінок цього пізнавального процесу, однак ці оцінки вона не пов’язувала з математичним характером задач. Дослідження Л.Л.Гурової процесу розуміння при розв’язанні задач математичного змісту проводились без акценту на відмінність, що пов’язано саме з математичним мисленням [122].

Торкається дослідження процесу розуміння математичних задач (правда, дещо побіжно) і В.А.Крутецький. Автор акцентує увагу на важливості “аналітико-синтетичного бачення”, “аналітико-синтетичного осмислення” матеріалу задачі [211]. Трактуючи це як  особливий вид сприймання, на якому базується здібність добути з даних умови задачі максимально корисну для розв’язання інформацію, автор,  по суті справи, веде мову про розуміння умови задачі.  Адже осмислення матеріалу, розкриття реально існуючих зв’язків предметів і явищ об’єктивної дійсності (у даному випадку тієї, що охоплена змістом математичної задачі) і є розумінням.

У мисленнєвому процесі розв’язання будь-якої задачі не існує наперед заданих, повністю визначених орієнтирів, які б однозначно й безпосередньо детермінували пошукову діяльність. Однак, дослідники цього процесу визнають, що розуміння задачі є тим середовищем, в якому лише й можливо знайти її розв’язок (а не вгадати його) [15, 48, 84, 119, 183, 184, 190, 289, 325]. Розуміння задачної ситуації визначає стратегію дії у ній, задум і прогнози, можливість розв’язання проблеми. “Розуміння сутності об’єкта  діяльності, принципу дії з ним, можливих у застосуванні до нього творчих знань, логічних підходів, забезпечує інструментарій творчого мислення” [119, с. 16]. 

У процесі розв’язання задач мислення включає в себе два пов’язані між собою компоненти: розуміння й розв’язання. Розуміння – це встановлення зв’язків між елементами з умови задачі; розв’язання – це оперування даними для отримання розв’язку (відповіді на поставлене запитання, побудови  необхідного математичного об’єкта, доведення потрібного математичного факту тощо). При цьому розуміння умови включає в себе елемент розв’язання у вигляді мисленнєвого оперування даними, а розв’язання передбачає глибше осмислення (розуміння) тих елементів задачі, якими суб’єкт оперує. 

Розуміння й розв’язання задачі виступають як паралельні процеси, що мають різну “початкову” і “кінцеву” точку. Адже процес розв’язання може припинитись на будь-якому етапі пошуку, навіть коли задача в основному зрозуміла. Крім того, розв’язок можна знайти без глибокого розуміння задачної ситуації і після віднайдення відповіді чи послідовності логічних кроків, що веде до неї, ще довго шукати пояснення тієї чи іншої мисленнєвої ланки чи залежності між елементами, на які опирається розв’язок. Тому вивчення творчого математичного мислення як процесу розв’язання  творчих задач передбачає аналіз процесу розуміння як складового компонента творчого процесу математика.

Розуміння при розв’язанні математичних задач пов’язане з вірним розпізнаванням структури задачі і функціональних можливостей складових елементів задачі, віднесенням їх до певної математичної категорії. Для розуміння структури необхідно також виявити взаємодію між елементами. Тому є сенс говорити про розуміння умови математичної задачі. Оскільки у процесі розв’язання шуканий розв’язок весь час конкретизується, постійно зіставляється з умовою, тому правомірно виділяти розуміння розв’язку, як такого. При цьому розуміння розв’язку є продовженням розуміння умови і навпаки.

До розуміння приводить спостереження, пам’ять, уява. Але доступність форми інформації, що подається, автоматично не веде до розуміння математичної проблеми. Суб’єкт повинен її переробити відповідним чином, долучити до власного досвіду. Такі процеси передбачають різні аспекти: когнітивні, процесуальні, особистісні тощо.

Сучасна методологія аналізу складних психологічних феноменів (до яких належить розуміння) передбачає системний підхід, що ґрунтується на виділенні у діяльності суб’єкта взаємопов’язаних компонентів [37, 86, 119, 190, 264, 291, 347, 362, 367, 368, 373, 422]. 
Зокрема, А.Б.Коваленко, досліджуючи розуміння творчих задач, виділяє три базові складові: когнітивний, операційний, регулятивно-особистісний. ”У ході розуміння задачі відбувається включення різних компонентів розуміння – когнітивного, операційного та регулятивно-особистісного – в регуляцію поведінки суб’єкта діяльності, своєрідність поєднання яких залежить як від суб’єктивно-об’єктивних характеристик, так і параметрів творчої задачі” [190, с. 82-83]. До когнітивного компоненту автор відносить знання, попередній досвід, суб’єктивні системи смислів; до операційного – мислительні стратегії: пошук аналогів, комбінування, гнучку стратегію, продуктивну стратегію; до регулятивно-особистісного – мотиви діяльності, індивідуально-типологічні особливості, тип особистості, властивості мислення, рівень інтелекту. Саме на основі таких компонентів, але іноді з дещо іншими складовими, ми будемо проводити аналіз складових процесів творчого математичного мислення, в тому числі й процесу розуміння [190].

Когнітивна складова є основою мисленнєвого процесу, тому спершу проаналізуємо деякі аспекти когнітивного компоненту як  передумову процесу розуміння творчих математичних задач, віднісши до нього знання, накопичені суб’єктом; попередній досвід суб’єкта; суб’єктивні системи смислів; словниковий запас суб’єкта. 

Знання в першу чергу належать до факторів, що впливають на розуміння.  У роботах відомих психологів А.В.Брушлінського [55, 57], Г.С.Костюка [202], Д.М.Завалішиної [146], О.М.Матюшкіна [255], Я.О.Пономарьова [331], К.О.Славської [376], Н.Ф.Тализіної [391], Е.Д.Телєгіної  [393],  О.К.Тихомирова [399, 403] та інших, переконливо доведено походження будь-якого мислення з минулих знань. Зокрема, Г.С.Костюк наголошував, що в процесі розуміння зіставляються сприйняті враження з уже наявними знаннями [202].

Ю.К.Корнілов вбачає головну суть розуміння у пізнавальній взаємодії системи знань суб’єкта з інформацією, яку він отримує. Наявні знання, уявлення суб’єкта дослідник вважає цілим, а незрозуміле — це частина цього цілого, що в чомусь не відповідає цілому. В цьому випадку розумінню надається роль мисленнєвого процесу, результатом якого є розуміння певного об’єкта й засвоєння нового на основі відомого раніше [196]. Аналогічну точку зору висловлюють О.М.Матюшкін [254], М.Д.Левітов [226]. З іншого боку: ”Знання – це “стан розуміння”, що залежить лише від свідомості конкретної людини “ [Цит. по 339, с. 21].

Зв’язок між знаннями й розумінням досить складний. З однієї сторони відсутність достатнього рівня знань унеможливлює розуміння тієї чи іншої інформації, з іншої – обсяг знань у певній галузі автоматично  не забезпечує повноцінного розуміння інформації. Розуміння опирається, по-перше, на актуалізовані знання [454], по-друге – на знання, відібрані певним чином [310].

Назагал, психологи розглядають два аспекти: роль розуміння в процесі засвоєння нових знань і роль набутих знань у процесі розуміння нового (явища, процесу, знання тощо). 
В обох випадках у психології поки що існує більше запитань, ніж відповідей, які чекають свого розв’язання: яка інформація може бути засвоєна? Який оптимальний ступінь новизни мусить містити інформація, щоб бути засвоєною? Наскільки тісний зв’язок між інформацією, що засвоюється і суб’єктивними факторами? Яким є механізм формування нових знань на основі наявних? Ці питання поставлені в психологічній літературі і чекають свого розв’язання.

Розв’язання будь-якої задачі розпочинається зі знайомства з її текстом, через сприймання до розуміння. Наголосимо, що це не тотожні процеси, бо в першому відбувається лише відображення у свідомості сприйнятих слів, формул, графіків, зображених фігур і т.п. А наступний етап - розуміння - це осмислення відображеного на основі знань, це пізнання суті сприйнятих слів, формул, графіків тощо в процесі дії з ними. Ці процеси взаємозв’язані. Причому, інформація може бути сприйнята, але незрозуміла, і, навпаки: багато чого з інформації може не перетворитися в оформлене знання, або навіть не зафіксуватися увагою, але її основна суть може бути зрозумілою. 
Зокрема, при розв’язанні задачі про розсаджування людей за круглим столом (див. Дод. А), повністю сприйнятий текст задачі, спочатку виявився незрозумілим для 85% студентів, про що свідчать перші їх запитання до експериментатора: ”Яка різниця чи стіл круглий, чи квадратний?“, “Розсаджувати потрібно парами?”, “За столом всім вистачить місця?”; або їх висловлювання: ”Розсаджувати потрібно, дотримуючись етикету”, “Як сядуть, так і буде правильно.” 

Протилежна ситуація спостерігається при розв’язанні задачі №4 XVІІ серії, в якій необхідно розділити вказані суми на групи за власним критерієм. Студенти виявляють розуміння того, що елементи сум обчислюються за спеціальною для даної суми формулою, розуміють, що саме це є основою поділу вказаних сум на групи. Поряд із цим ряд піддослідних не виявили того, що  не всі суми містять нескінчене число елементів. Тобто, інформація задачі в основному зрозуміла студентам, але ряд деталей з умови задачі ними не фіксуються.

Розуміння — це оволодіння новим, невідомим на основі старого, відомого. Воно не зводиться до відтворення раніше пізнаного, а є процесом подальшого збагачення знань через розкриття нових для суб’єкта зв’язків між речами. Тому чим повніше використовуються при пізнанні нових об’єктів наявні у суб’єкта знання, тим глибшим буде розуміння цих об’єктів [160, 189, 196, 292]. 

Отримані в результаті мисленнєвої діяльності додаткові знання про предметний світ стають основою для появи більш точного розуміння світу суб’єктом. Неадекватність знань об’єктивній реальності ведуть до хибного розуміння дійсності. У процесі розуміння знання є передумовою і психологічною основою його, і тому знання повинно бути осмисленим, мати певну цінність для суб’єкта: “...в акті розуміння суб’єкта нерідко відкриваються такі сторони дійсності, які не були в явному вигляді представлені у початковому знанні” [403, с. 9].

У структуру пошукової діяльності в галузі математики входять дії, що характеризуються як оперування математичними поняттями. Математичні поняття – це форми думки, в яких відображено загальні, суттєві і специфічні ознаки й особливості певних математичних об’єктів і процесів. Дослідженню формування й використання понять присвячено багато праць [47, 89, 125, 391]. З позицій Ж.Піаже основою формування математичних понять є структура інтелекту, особистий досвід [323]. Л.С.Виготський вбачає таку основу у переданому суспільному досвіді [89]. П.Я.Гальперін підкреслював, що поняття виділяють суттєві відношення предметів для діяльності і спрямовують її у відповідності до властивостей речей, тобто діють як орієнтири діяльності [94].

Можна виділити ряд психологічних значень математичних понять: а) предметне (безпосереднє відображення в математичних поняттях оточуючих предметів і явищ); б) абстрактне (розуміння особливостей понять, їх ролі для дослідження інших математичних понять); в) практичне (з’ясування можливості використання математичних понять, їх властивостей на практиці) [378]. 
Ми досліджували функціонування математичних понять при розв’язанні задач серії VI. Наприклад, у задачі №3, пропонувалось розділити функції, що подані графічно й аналітично на періодичні й неперіодичні. Поняття “періодична функція” добре відоме студентам із шкільного курсу математики. Виявилося, ми спостерігали, що частина студентів відразу справилась із завданням, інша частина – лише після ряду проб, щоразу уточнюючи те спільне, що мало місце у відібраних графіках, аналітичних записах. Тобто, застосування математичних понять на етапі вивчення умови (у процесі розуміння) задачі має подвійну функцію: є засобом більш глибокого розкриття поняття і є критерієм визначення рівня оволодіння цим поняттям.

Серед дій, спрямованих на оперування поняттями, варто виділити дві специфічні розумові дії: підведення під поняття математичного об’єкта й виведення наслідків із того факту, що даний об’єкт належить поняттю (з’ясування системи властивостей, якими володіє даний об’єкт) [391]. Адже в математичних поняттях часто суттєві ознаки завуальовані, спресовані в певному концепті, що кожного разу потребує свого “розгортання” у залежності від змісту дій, що виконує суб’єкт, від ситуативної потреби, що вимагає задача.

На перших етапах роботи над задачею суб’єкт, зіткнувшись із різними поняттями, активно виконує описані дії, щоб зрозуміти задачну ситуацію. Очевидно, що процес “розшифрування” математичних понять опирається в значній мірі на систему знань, навичок, умінь. Адже для встановлення факту належності об’єкта до того чи іншого поняття, потрібно перевірити наявність у нього сукупності необхідних і достатніх ознак. При цьому використовують не лише їх визначення, але і їх властивості, що часто виражені теоремами.

Тобто розуміння, як один із компонентів пізнання, пов’язане не стільки з процедурами отримання нового знання, скільки з процедурами його осмислення. З цієї точки зору, розуміння являє собою не просте констатування наявності проблемного знання в мисленнєвій діяльності. Розуміння включає вияснення того, чому щось не зрозуміло, чому в процесі мислення отримано саме таке знання, а також на які потенційні запитання воно може відповісти, яку роль зіграти у пізнавальному процесі [229]. Формування пізнавального ставлення суб’єкта до об’єктивного змісту того фрагмента дійсності, що опановується, породження операційного змісту знання про нього — це і є процес розуміння. Розуміння являє собою осмислення відображеного в знаннях об’єкта пізнання, формування суті знання в процесі дії з ним [189, 190, 289, 291, 291].

Засвоєння будь-якої нової інформації (у тому числі і тієї, що містить задача), як вже наголошувалось, відбувається як осягнення її смислу шляхом зіставлення нової інформації з наявними у суб’єкта знаннями. В разі невідповідності суб’єкт добуває недостаючі знання за допомогою власних розумових дій або за допомогою додаткового інформування з різних джерел. Коли, в першому випадку, суб’єкт опирається на власні інтелектуальні зусилля, то в другому йому потрібні певні “знання про існування знань” (довідник, посібник, інша особа), та потрібно мати можливість і бажання долучити їх до власного досвіду. 
Це яскраво ілюструється в процесі розв’язання творчих математичних задач, які передбачають використання певної формули чи точного означення математичного поняття. Якщо суб’єктові відомо про існування такої інформації, він намагається її отримати: просить дозволу подивитись у довідник, просить підказати тощо. В таких випадках спостерігається тимчасова зупинка пошукового процесу, аж до отримання суб’єктом потрібної інформації.

Зрозуміти – це оволодіти такими знаннями, що відображають сутність речей, сполучають раніше невідоме з уже відомим, перетворюють роз’єднане в систему, яка орієнтована на застосування знань. Ми проаналізували причини відмови від подальшого пошуку розв’язку, які зустрічались при розв’язанні різних задач. Результати подаємо в таблиці 3.1. 

Таблиця 3.1 - Кількість випадків, коли студенти не приступили до формування розв’язку
	Серія задач
	I
	II
	III
	IV
	V
	XI
	XII
	XIII
	XIV
	XV
	XVIII
	XIX
	XXIII
	(

	Кількість випадків, пов’язаних із:
	незнаннями
	7
	11
	12
	13
	16
	14
	11
	12
	-
	4
	11
	2
	28
	139

(3,8%)

	
	не впевненістю
	9
	13
	12
	-
	-
	-
	21
	11
	-
	-
	12
	-
	14
	82

(2,3%)

	
	не виявленою проблемою
	-
	
	-
	-
	11
	-
	-
	-
	26
	7
	-
	10
	-
	53

(1,7%)


Найчастіше це спричинено незнаннями. Нерозуміння на основі незнання найчастіше блокує мисленнєвий процес суб’єкта, коли він зустрічається з новою для нього математичною проблемою. Наявність в арсеналі цієї науки численних символів є настільки значущим бар’єром для проникнення в суть математичної інформації, який неможливо нічим подолати. Людина, яка не знає, що символ “
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.  Та й знання змісту суто математичних операцій теж є необхідною умовою для розуміння математичної інформації.

В експериментальних ситуаціях незнання мали інший характер. Їх породило забування. Наприклад, деякі студенти не пам’ятали, які поверхні описуються тими функціональними залежностями, що містить умова запропонованої їм задачі. Цікавим є випадок із  задачею №2 серії XX про 3 мухи. Сутність цієї задачі прихована. Насправді, в ній іде мова про взаємне  розміщення трьох точок, через які завжди можна провести  площину (аксіома Евкліда). Але ряд студентів відмовлялись працювати над знаходженням розв’язку, мотивуючи це тим, що не пам’ятають фізичних формул. 

 Усвідомлення недостатності знань блокує пошуковий процес, створює дискомфорт, перешкоджає процесу розуміння задачі: “Забув, не знаю, тому не справлюсь.”  Отже, незнання або не повне, поверхневе знання, може заблокувати пошукові дії суб’єкта, спрямовані на розв’язання творчої математичної задачі (у нашому випадку це спостерігалось у 3,79% пошуків розв’язку), причому таке блокування може мати не лише об’єктивний характер, а і суб’єктивний. Це настає тоді, коли зустрічаючись із чимось новим, подібним до того, що суб’єкт не знає (наприклад, забув зміст факту, але пам’ятає, що такий є) відбувається присвоєння новому об’єктові саме таких, теоретично існуючих, але фактично не наявних у сфері його знань, властивостей. Тоді, нова   задача чи її частина, ототожнюється з тими знаннями, яких не вистачає  і процес пошуку припиняється: “Якщо я забув, то не зможу його використати, а отже розв’язати дану задачу”. (Інші випадки відмови від подальшого пошуку, що подані в таблиці 3.1, проаналізуємо дещо пізніше.)

В.К.Нішанов описує процес приросту знань у процесі розуміння, як створення мисленнєвих конструкцій  (мисленнєвих моделей), що зв’язують новий об’єкт із знаннями суб’єкта про світ. Ці конструкції будуються зі знань та чуттєвих образів суб’єкта. Вони можуть бути нагромадженням раніше утворених конструкцій (на попередніх етапах розуміння). Автор цим прагне пояснити акти виявлення й заповнення прогалин у розуміння тієї інформації, що містить проблемна ситуація [306].

В  акті осмислення математичного завдання процес побудови таких мисленнєвих моделей досить активний і різноплановий. Більш того, можна навіть виділити ряд принципів побудови таких математичних новоутворень.

Це може бути, по-перше, приєднання кількох елементів, що далі функціонуватимуть як єдине ціле. Наприклад, у задачі №6 серії VII, що вимагає з’ясування значення певного натурального числа) перше натуральне число позначається як n, а наступне – ( n+1) (до символу n приєднується число 1). В подальшому (n+1)  стає структурною одиницею і нею оперують як звичайним математичним елементом: його множать, додають, підносять до квадрата і т.п. 
По-друге – складання кількох елементів. Наприклад, функції y=sinx і 
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 і утворює структурний елемент у задачі №4 серії XVIII. 
Ми часто спостерігали логічне заміщення кількох елементів  - третій тип новоутворень. Наприклад, при розв’язанні задачі №5 серії V на переливання води, об’єднавши функціональні можливості двох посудин, можна утворити посуд для вимірювання 7л.. (з одинадцятилітрового посуду відлити у семилітровий 7л.., залишивши в першому іл..), тобто здатність посуду відміряти рівно 11 л. води замінили здатністю відміряти ним 7л.. води. 
Зустрічається ще один – четвертий, тип логічних новоутворень  - логічне переродження, коли структурний елемент виконує невластиву йому функцію. Наприклад, цілий вираз, що включає різні функції (тригонометричні, логарифмічні і т.п.) приймається за єдину змінну (вводиться  відповідна заміна). Це дає змогу оперувати ним як незалежною змінною, незважаючи на математичний зміст, що стоїть за його складовими. Однак така ситуація часто в подальшому потребує додаткових досліджень, результати яких, можуть проектуватися на  отриманий, завдяки такій заміні, розв’язок.

Потік таких новоутворень досить активний. Оперування абстрактними величинами не веде суб’єкта до будь-яких негативних наслідків: суб’єкт може вільно з’єднувати, складати, заміщувати будь-які елементи, без будь-яких побоювань (як то могло б виникнути у фізиці чи у хімії). Саме тому, на нашу думку, ми часто спостерігали вільне оперування структурними елементами в момент, коли ідеї пошуку ще не знайдено (метод проб і помилок). Розв’язуючі пояснюють це приблизно так: “ Спробую, може щось вийде.”

Що до актуалізації частини знань, то їй сприяють різного роду асоціації, які виникають у суб’єкта при ознайомленні з новою інформацією. Виникнення певних асоціацій, образів, понять можливе, коли суб’єкт впізнав, пригадав хоча б частину структурних елементів чи їх функцій, про які йдеться у задачі. 
Відбір необхідних знань також забезпечує настання розуміння. Зокрема, у процесі розв’язання задач, знання відбираються поетапно (відповідно до мікроетапів пошуку розв’язку), щоразу зіставляються з умовою й вимогою задачі і на цій основі знання селекціонуються, а сама задача переформульовується. Саме тому Ю.А.Основін описує процес розуміння задачі, як процес встановлення відповідності між вимогою і відібраними знаннями [310].

 Відбір інформації, що необхідна для досягнення мети, часто залежить від того, наскільки добре суб’єкт орієнтується у просторі задачі. Тобто, асоціації, опираючись на результати операцій процесу розуміння умови задачі, на певне її переформулювання, актуалізовують певну групу знань. В цьому випадку розуміння - це актуалізація цих зв’язків, актуалізація асоціацій, що відповідають найбільш суттєвому в предметах. Це необхідна і дуже важлива умова розуміння. Зрозуміти - це співвіднести нове із вже знайомим, тобто утворити нові зв’язки.

Що стосується творчих завдань, то, як зауважують M.Д.Мамфорд і С.Б.Густавсон, творчість у більшій мірі “пов’язана з інформацією, що здається нерелевантною для розв’язання даної задачі” [478, с. 30]. В цьому випадку переформулювання задачі часто базується на латеральному мисленні – “мисленні навкруги задачі”. У людей з великим обсягом знань активізовується значно більше інформації, а здатність її використовувати дозволяє їм творити за межами того, чого їх вчили, тобто за межами досвіду. І, навпаки, відсутність мінімуму знань, необхідних для розгортання процесу розуміння, гальмує будь-який мисленнєвий процес (творчий у тому числі).  

Вплив досвіду на розуміння також неоднозначний. Нова інформація, що міститься в задачі, накладаючись на власний досвід суб’єкта, викликає з його пам’яті подібну задачу. Це може статись в результаті спеціальних мисленнєвих дій, спрямованих на пошук у власному досвіді подібної задачної ситуації (чи хоча б частини її). Якщо віднайдений еталон справді відповідає новій задачі, то це прискорює й поглиблює розуміння нового. Якщо ж подібність не суттєва, і це не виявлено розв’язуючим, то такий стан речей може привести до хибного розуміння, надовго пригальмувати пошуковий процес. 

Стосовно творчих математичних задач, це дуже актуально.  В математиці існує ряд типів задач, алгоритм розв’язання яких відомий. Тобто відомі правила, користуючись якими, можна знайти розв’язок. У літературі, як вже зазначалось, зустрічається навіть класифікація таких правил [416]. До таких належать: словесне правило (наприклад, означення похідної), правило-формула (наприклад, рівняння прямої, що проходить через дві точки), правило-тотожність (наприклад, тотожність квадрата двочлена  
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), правило-теорема (наприклад, теорема Піфагора).

Усе це є надбанням суб’єктивного досвіду студента. Однак, такі алгоритми діють лише при певних умовах, які необхідно враховувати щоразу. Відомий алгоритм розв’язання може “виступити” із досвіду настільки сильно, що замінить собою реальну картину співвідношень між математичними об’єктами і, звісно, негативно вплинути на стан розуміння задачі.

У літературі, що аналізує процес розуміння, наголошується, що для успішного його перебігу, необхідно, щоб суб’єктивні знання були організовані в особливу систему - суб’єктивну систему смислів, яка щоразу повертається тим чи іншим боком, в залежності від предмета розуміння [21, 61, 221]. Суб’єктивна організація знань породжує різне бачення одного і того ж явища різними людьми. В цій системі одні і ті ж явища, об’єкти у різних людей мають різні зв’язки.  Проілюструємо це на задачі №3 серії VIII: 

  Обчислити довжину дуги АВ лінії, що задається рівнянням 
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 , якщо А(2;1), В(1;2). 

Для одних студентів – це завдання на обчислення довжини дуги (будь-якої), що має аналітичний запис, початкову й кінцеву точки. Тому вони шукають довжину за допомогою інтеграла. При цьому, одна група студентів визначає шукану довжину лінії за допомогою криволінійного інтеграла, інша – за допомогою звичайного визначеного інтеграла. 
Поряд з цим, ряд студентів зауважили, що запис 
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 у задачі можна трактувати як рівняння кола з центром в точці (1;1) і радіусом, що рівний 1, на якому розміщені точки А і В. Лише після такого розуміння умови задачі, можна переформулювати її завдання як вимогу знайти довжину четвертої частини кола з радіусом рівним 1.

Тобто, ми спостерігаємо три системи смислів: довжина дуги  - криволінійний інтеграл; довжина дуги – звичайний визначений інтеграл; довжина дуги – четвертина довжини кола з відомим радіусом. На цій основі існує три правильних, але різних за змістом стани розуміння однієї і тієї ж задачі. При цьому в перших двох випадках студенти активізували знання ближчі за часом їх отримання (за час навчання у внз), а в третьому випадку – більш віддалені (за час навчання у школі).

Природно, що перші дві групи студентів користувалися методами, які нещодавно вивчали: “Пригадався такий метод”,  “Криволінійний інтеграл для обчислення довжини ліній”. Цікавими є пояснення студентів у третьому випадку: “Забув, як це робили на заняттях у внз і довелося шукати вихід із положення”,  “Можна було б застосовувати інтеграл, але це було б досить просто, та й для чого забивати гвіздок комп’ютером.”  “Потрібно було знайти довжину лінії. Виявилось – четвертої частини кола з радіусом 1”. Отже, ми спостерігаємо, як у процесі пошукових дій розуміння задачної ситуації формується під впливом  суб’єктивної системи смислів. Поряд із цим чітко проглядається вплив особистого ставлення суб’єкта до нової задачі, що проаналізуємо дещо пізніше.
Варто наголосити на значущості словникового запасу суб’єкта для успішного розуміння задачі, адже воно досягається і через постановку запитань та пошуку відповідей на них. Якість словникового запасу сприяє чіткому формулюванню таких запитань, а, отже, кращому осмисленню того, що суб’єкт намагається зрозуміти.

В експериментальному дослідженні студенти мали в основному однакову базу математичних знань і різний досвід розв’язання математичних задач, різний словниковий запас та різну систему смислів. Звичайно суб’єктивні прогалини базових знань погіршували процес розуміння задач. Ще більша різниця спостерігалась стосовно досвіду розв’язання різних математичних задач. Швидше й глибше осмислювали нову задачу студенти, що закінчували до вступу у внз фізико-математичні ліцеї, гірше – ті, що навчались у сільських школах. Перші демонстрували більшу гнучкість в оперуванні особистими смисловими системами. Вони активізовували свої знання з різних галузей математики, не прив’язувались лише до того масиву знань, що передбачала задача. Це породжувало нові, оригінальні смислові одиниці, що вело до оригінального бачення задачі в цілому. Тобто, існування у різних людей різної системи еталонів, індивідуальних особливостей сприймання, обробки, засвоєння нового, породжує різне розуміння людьми однієї і тієї ж інформації, навіть, якщо вона тісно прив’язана до конкретної галузі знань. Цим можна пояснити і те, чому для різних осіб процес розуміння є в різній мірі розгорнутим процесом; чому для одних він є стереотипним, однобічним, для інших – більш творчим, оригінальним; чому одні допускаються помилок, інші – ні. 

Операційний компонент розуміння включає методи виділення смислу, висування гіпотез. Він забезпечує оперування наявними у суб’єкта знаннями, співставленням нової інформації з наявною системою знань, засвоєнням нової інформації. Як вже наголошувалось, процес розуміння частіше всього описують за допомогою тих самих операцій, що й будь-який мисленнєвий процес. Однак, в пошуковому процесі взагалі, та й у процесі розуміння, зокрема, важливу роль відіграють не стільки безпосередньо самі операції, як індивідуальні переваги в їх використанні – стратегії досягнення мети. Ці переваги мисленнєвої діяльності охоплюють з однієї сторони особливість творчої задачі, з іншої - суб’єктивні особливості перебігу мисленнєвих процесів.

У психологічній літературі поняття “стратегія розв’язання” використовується з метою уточнення форм організації мисленнєвої діяльності людини у процесі розв’язання нею творчих задач. “Стратегії – це певні закономірності у прийнятті рішень, вони не означають свідомого плану знаходження та використання інформації, а також не є чимось незмінним” [190, с. 89].

Різні дослідники в поняття “стратегія” вкладають різний зміст: модель розв’язання, послідовність процесу розв’язання, схема розв’язання [52];  спосіб розв’язання, метод розв’язання [118, 224, 418, 452, 455]; план розв’язання [488]; засіб розв’язання [256, 381] і т.д. Спільним для таких підходів є акцент на евристичності поняття “стратегія”. 
Не піддаючи аналізу перераховані підходи до означеного поняття, відразу  слід зауважити, що в даній роботі віддається перевага підходу, що запропонований В.О.Моляко. З його точки зору, стратегія не містить ні плану, ні способу, ні методу розв’язання, а являє собою суб’єктивну розумову тенденцію, що спрямовує інтелектуальні дії суб’єкта при розв’язанні нових задач. Тобто стратегія визначає не програму мисленнєвих дій, а їх якість, і є відносно стійкою, але гнучкою системою суб’єктивно привабливих дій. При цьому в межах однієї стратегії суб’єкт може мати різні плани, способи розв’язання конкретної задачі [291, 292]. 

Мисленнєва стратегія суб’єкта, що розв’язує творчу задачу проявляється вже на початкових етапах розв’язання  у вигляді переважаючої мисленнєвої тенденції і завершується суб’єктивним переконанням у правильності знайденого розв’язку. Тому, вивчаючи стратегії пошукових дій суб’єкта, необхідно розпочинати  їх аналіз із виявлення мисленнєвих тенденцій (певних закономірностей у прийнятті рішень) при дослідженні процесу розуміння творчих задач. Що стосується творчого математичного мислення, в літературі зустрічається точка зору, що більшість математиків при розв’язанні задач, застосовують певні стратегії [488], правда в таких випадках мова йде про певні методи планування, методичні вказівки до розв’язання математичних задач.

Аналізуючи мисленнєві тенденції, що виникали у осіб, які розв’язували творчі математичні задачі, ми брали за критерій характер мисленнєвих механізмів, окремих операцій, що забезпечують їх функціонування.

У математичній діяльності будь-якого суб’єкта, операція порівняння чи не є найважливішою. Саме вона і породжує дії за аналогією, всупереч аналогії, чи поєднує їх. Це можна пояснити існуванням у математиці алгоритмів розв’язання багатьох завдань, існуванням багатьох правил, що регламентують пошукову діяльність. Тому, при розв’язанні математичних задач, особливо на перших етапах пошуку, так часто спостерігаються дії за аналогією. Проте, при розв’язанні творчих задач, сліпе використання відомого способу дій не завжди є результативним. Та й такого роду дії не завжди означають дії за аналогією. 

Тенденція до аналогізування в процесі розуміння визначається пошуком аналогічного до існуючого еталона зв’язку між структурними елементами задачі, пошуком потрібної властивості чи наслідку з існуючого взаємовідношення математичних об’єктів і теоретичних фактів. Тобто, процес розуміння за аналогією зводиться до відшукання такого ракурсу геометричної фігури, такої властивості того чи іншого математичного об’єкта, що перетворив би спочатку незрозумілу математичну інформацію на аналогічну до еталонної. 

Стратегічні дії за аналогією переважають у пошуковій діяльності студентів (близько 45%). Але видається важливим продиференціювати цей результат. У частини студентів спостерігалися пошукові дії за прямою аналогією: впізнаючи деякі елементи, вони добирають не виявлені відразу зв’язки між ними та їх властивості для створення подібної до еталонної задачної ситуації. Такими були дії студентів, що розв’язували задачу з несформульованим завданням (серія XIV). В цьому випадку, якщо студент зауважував прогалини в умові, йому пропонувалось доповнити задачу на свій розсуд. Такі доформулювання були, як правило, аналогічними до тих, які зазвичай супроводжували подібні дані. 

Розуміння математичної проблеми може настати за допомогою комбінування (біля 18%). В цих випадках після аналізу, співставлення й перекомбінування складових частин, конструюється цілісне бачення її змісту. Ця мисленнєва тенденція визначається перебудовою структури задачі і на цій основі виявленням нових зв’язків між елементами, можливостей залучення нових теоретичних фактів, нових властивостей утворених зв’язків. Таким є, наприклад, комбінування елементів у правій частині нерівності 
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Деколи для досягнення результату необхідно діяти всупереч аналогії. Тому, в результаті порівняння, виникає ідея отримати математичний результат всупереч відомому прийому, всупереч відомому правилу. Часто цього вимагає сама задача, як це було, наприклад, із задачами серії XX, що приводять до самообмеження.  Деколи діяти всупереч -  є суб’єктивним бажанням розв’язуючого. Ми фіксували реконструктивні дії майже у 9% розв’язуючих. Здійснена мисленнєва інверсія висуває на перший план інші властивості  структурних елементів, інші теоретичні факти, на основі яких настає розуміння задачі. 
Часто пошуковий процес, а, отже, і процес розуміння, базується на поєднанні описаних трьох мисленнєвих тенденціях – змішана стратегія (близько 15%). Наприклад, аналог до відомого еталона може шукатись після певного перекомбінування елементів. Але при цьому мисленнєві дії є цілеспрямованими, підпорядкованими загальній ідеї.  Хоч слід зауважити, що деколи спостерігаються мисленнєві маніпуляції ”навмання“, без будь-якої закономірності (близько 8%) – те, що В.О.Моляко називає “стратегією випадкових підстановок” [291]. 

Для повнішої характеристики виявлених мисленнєвих стратегій розглянемо такі задачні ситуації, де вимагали скласти задачу, подібну до даної (серія XVIII). Перед розв’язанням задач студентам нічого не пояснювалось. Вони самі з’ясовували, що означає “подібна задача”, що потрібно виконати, щоб створити “подібну” задачу. На думку експериментатора, такі задачі  в значній мірі провокували суб’єктивні мисленнєві тенденції. Отримані результати було проаналізовано з точки зору використання тих чи інших мисленнєвих тенденцій і подано в таблиці 3.2.

Таблиця 3.2 - Кількісне співвідношення (у %) частоти появи результатів на основі певної мисленнєвої тенденції при розв’язанні задач серії XVIII
	Мисленнєва 
тенденція

Номер задачі
	Аналогізування
	Протиставлення
	Комбінування
	Змішування
	Не з’ясовано

	1
	67,3
	7,2
	13,7
	8,0
	3,8

	2
	48,3
	19,8
	21,1
	10,8
	-

	3
	50,0
	3.5
	17.8
	16,7
	-

	4
	44,8
	15,0 
	20,3
	15, 3
	4,6

	5
	52,6
	-
	23,1
	14,5
	9,8


Як бачимо, одні з них складали свою задачу, застосовуючи аналогію, інші – комбінували, чи діяли всупереч аналогії,  чи поєднували дії за різними принципами. Тобто одна і та ж задача викликала у різних студентів пошукові дії за різними мисленнєвими тенденціями, що визначені суб’єктивними особливостями перебігу мисленнєвих процесів.

Проаналізуємо регулятивно-особистісний компонент процесу розуміння. До вирішальних умов, що забезпечують розгортання пошукового процесу, в першу чергу відноситься акт прийняття задачі – “... пов’язування задачі з деякою вже існуючою актуалізованою в даній ситуації (чи цілеспрямовано створеною) мотиваційною структурою” [399, с. 28]. 

Мотивація – головна характеристика  суб’єктивної діяльності, основне джерело його активності. Мотиви, які суб’єкт виражає як захоплення, потяги, бажання, є умовою мисленнєвої діяльності людини, без цієї умови мислення “не вмикається”.

Дослідженню мотивів діяльності присвячено багато праць [9, 24, 42, 51, 74, 130, 172, 300, 360, 376, 394, 398, 418, 441].  У психологічній літературі зазвичай виділяють  дві групи мотивів: зовнішні й внутрішні. При цьому, зовнішню мотивацію пов’язують із неявними властивостями ситуації, в якій суб’єкт діє, а внутрішню – із певним комплексом пізнавальних аспектів. Обидві групи мотивів взаємно пов’язуються, маючи різну суб’єктивну й ситуативну значущість. Крім того, розв’язання задач завжди полімотивоване. Зокрема, О.К. Тихомиров зазначає: “ Коли ми аналітично виділяємо один мотив, що лежить в основі розв’язання задач, то все ж вимушені визнати, що в міру розв’язання задач, ця вихідна мотивація “обростає” додатковими мотивами й діяльність все рівно стає полімотивованою” [399,  с. 29].

Психологи деколи проводять межу між задачею і проблемною ситуацією. Це обґрунтовується тим, що деколи задача, яка прийнята суб’єктом, видається йому такою, що не вимагає винахідливості і розв’язується стандартним чином. Але на подальших етапах розв’язання з’ясовується, що раніше відомі методи не ведуть до розв’язку. Так виникає проблемна ситуація. Може статись навпаки, спочатку виникне  проблема, а потім формулюється задача. Тобто проблемна ситуація – більш загальне поняття, ніж задача. Вона охоплює: пізнавальну потребу, що збуджує інтелектуальну діяльність, невідоме знання чи спосіб дій, інтелектуальні можливості людини: творчі здібності, досвід і виникає за умови, коли наявні знання не дозволяють людині відразу зрозуміти поставлене перед нею інтелектуальне завдання [254].

Проблемна ситуація і є актуалізацією нової пізнавальної потреби. З’ясовано, що продуктивність пошукового процесу людини підвищується при включенні її у діяльність, яка регулюється високозначущими мотивами [393].

За невеликим винятком, студенти не відмовлялись від співпраці. Розв’язавши (або ні) задачу, погоджувались розв’язувати наступну, добровільно приходили на наступні сеанси. Більш того, частими були випадки, коли студенти на наступний сеанс приводили своїх друзів, що також ставали учасниками експериментального розв’язання. Часто студенти розповідали експериментаторові, що пропонували задачу (розв’язану ними або ні) іншим і наводили детальний опис  розв’язку й процесу розв’язання іншими. Все це є свідченням місця й ролі інтересу до творчої математичної задачі як пізнавального мотиву.

Т.В.Корнілова показала, що оцінка задачі як цікавої позитивно впливає на процес її розв’язання. А результат розв’язання задачі виявляє обернений вплив на її оцінку, на суб’єктивне відношення до задачі (розв’язав – цікава задача, не розв’язав – не цікава) [197]. 

Зв’язок між інтересом і успішністю розуміння творчих задач досліджувався А.Б.Коваленко [189, 190, 191]. Про характер такого зв’язку свідчать і результати нашого дослідження. Інтерес до творчих математичних задач сприяє глибшому й повнішому їх розумінню: детальніше обстежуються структурні елементи і, особливо, зв’язки між ними, активніше висуваються гіпотези. На цій основі часто самостійно, без додаткової вимоги, шукається по кілька розв’язків до однієї задачі, тобто самостійно формується різне за якістю розуміння задачі. 

Інтерес до пошукових дій тісно пов’язаний із знаннями. Наявність достатнього рівня знань підсилює його, і навпаки, недостатній рівень знань веде до затухання інтересу до виниклої проблеми. Актуальність відношення людини до запропонованої задачі характеризує рівень її прийняття. В літературі описується два типи перешкод на шляху розв’язання задач: перешкоди, що заважають досягненню мети (складність задачі, невміння розв’язуючого) і перешкоди, що заважають людині відмовитись від задачі [399]. 

Повернемось до таблиці 3.1. Виявлені в дослідженні і подані в цій таблиці причини відмови від пошукових дій є ілюстрацією двох означених вище типів перешкод. 

Зокрема, як вже зазначалось, у процесі вивчення умови творчої математичної задачі, студент переформульовує її для себе по декілька разів до того часу, поки вона не прийме певної форми. Часто розв’язок починається з вужчої або ширшої задачі. Таке “звужене” розуміння задачі ми також спостерігали. Так, аналізуючи роботу по розумінню умови задачі, ми відмітили, що деякі студенти намагаються її спростити. Часто це відбувається за рахунок заміни загальних значень символів конкретними значеннями. Наприклад, значення змінної береться лише певного знаку; розглядається лише певна поведінка графіка функції (наприклад, зростає). 

Іншою причиною може бути не точний або не вдалий графік, схема, малюнок до геометричної задачі. Такі ж наслідки можна отримати при невірно встановленому співвідношенні величин під час вивчення умови математичної задачі. Після такого неповного розуміння також може наступити припинення мисленнєвої роботи над задачею. Однак, це не обов’язково.

Другою за кількістю причиною відмови від подальшої пошукової діяльності (2,27%) є невпевненість студентів у власних можливостях. Вислови на зразок: “Беруть мене сумніви, що я зможу щось придумати” або ”Не вмію я  розв’язувати задач на доведення”, або “ Я не люблю задач на побудову ще зі школи” є свідченням цього. І, навпаки, власники висловів “Я знаю, що йду по вірному шляху”, активно продовжують пошуковий процес і він нерідко приводить до вірного результату, навіть якщо це потребує досить великої кількості часу. 

Забігаючи наперед, наголосимо, що найбільше відмов продовжувати пошук розв’язку було при розв’язанні задач на доведення і на дослідження. Це, на нашу думку, можна пояснити малим суб’єктивним досвідом розв’язання таких задач (швидше його відсутністю), який студенти отримали в процесі навчання в школі, у внз.

Невпевнений стан суб’єкта також блокує мисленнєвий процес. У таких випадках спостерігається неодноразове звернення до умови задачі, не продуктивне обстеження даних в умові математичних об’єктів. Часто виникають запитання на зразок “Ця задача має розв’язок?” або висловлення такого ж змісту. Врешті-решт студент відмовляється від подальшого пошуку.

Задача - це певним чином подана проблемна ситуація. Суб’єкт сам помічає та формулює її для себе. Ми зустрічалися з такими випадками (1,65%), коли студенти не помічали  суперечностей, що на нашу думку, повинні були спричинювати їх мисленнєвий процес, а отже, процес розуміння.  Такий стан приводив до припинення розв’язання. Наприклад, у задачах про поділ чисел на групи (серії XIV) кілька студентів стверджували,  що поділ можна здійснювати з “закритими очима”, на зразок: 1, 3, 5 - перша група, 2, 4 - друга група. А при розв’язанні задачі №6 серіїV, ми зустрічались з переконаннями, що необхідно всіх спадкоємців наділити рівними частинами спадку - буде справедливо й вірно, бо ситуація, що сталась, в заповіті не передбачена.

Перші два випадки ілюструють дію перешкод першого типу, третій випадок  - ілюстрація перешкод другого типу. Тобто, в цих випадках задача перетворюється для суб’єкта в проблемну ситуацію, що не розв’язується, а це, у свою чергу, переводить пошуки розв’язку від реальної ситуації до уявної. В уяві перешкоди стають менш ригідними і людина, залишаючись в полі діяльності над задачею, уявляє собі шлях до мети як менш складний.

Мисленнєва діяльність не лише особистісно, але й індивідуально своєрідна. Можливість побачити проблемну ситуацію, сформулювати задачу для себе, особливості аналізу і використання умов задачі, співвідношення усвідомленого і неусвідомленого, емоційна регуляція пошуку, стратегії й тактики цілеутворення – все це індивідуальні особливості розв’язуючого задачу суб’єкта. Вони будуть проаналізовані дещо пізніше.

Таким чином, системний підхід до вивчення процесу розуміння творчих математичних задач, дає можливість, на основі виділених основних компонентів процесу: когнітивного, операційного, особистісного, скласти найбільш повну його характеристику. При цьому, очевидно, що когнітивний компонент - основа розуміння. Він є підгрунттям для операційного й особистісного. Зміст операційного компонента визначається сформованістю у суб’єкта мисленнєвих тенденцій, а особистісний залежить від мотиваційної сфери, в якій відбувається процес розуміння, та індивідуальних особливостей мисленнєвого процесу, що мають місце при розв’язанні творчих математичних задач.

3.3 Розуміння студентами творчих математичних задач на різних етапах їх розв’язання

Ми поставили спеціальне завдання - експериментально з’ясувати, як проходить процес розуміння творчої математичної задачі протягом її розв’язання. Відмітимо, що такий диференційований аналіз процесу розуміння творчих математичних задач, з акцентом на його сутності впродовж трьох основних етапів розв’язання, в літературі не зустрічається. Будемо аналізувати це психологічне явище впродовж трьох основних етапів розв’язання творчої математичної задачі: 1) вивчення умови задачі (оцінка умови); 2) формування гіпотези майбутнього розв’язку (формування задуму); 3) перевірка задуму. Тобто для нас розуміння будь-якої задачі означає розуміння умови (основних структурних елементів, функцій, зв’язків між ними), розуміння того, що є розв’язком, і розуміння того, як досягти цього розв’язку.

Варто ще раз наголосити на двоякому змісті терміну “розуміння”, що за означенням А.О.Смирнова є або безпосереднім, або опосередкованим [379] (вузьке й широке значення терміну “розуміння”). В першому випадку мова йде про розуміння об’єктів, що містяться у задачі. Стосовно математичної задачі - це розуміння слів, формул, знаків, символів і т.п. За класифікацією В.В. Знакова [159, 160, 161], мова йде про розуміння-впізнавання, яке ґрунтується на пам’яті. Якщо ж об’єкт чи ситуація задачі не відомі суб’єкту, то розуміння настає в результаті певної діяльності, певного мисленнєвого процесу. Але,  в обох випадках, як зауважує Л.Л.Гурова : “… розуміння - це проходження отримуваної інформації через суб’єктивну сферу смислів так чи інакше охоплюючих цю інформацію, і конструювання на основі всіх наявних смислових зв’язків концепта, адекватного об’єктивному значенню цієї інформації [121, с. 135-136].

Вслід за дослідженнями В.О.Моляко, який виділив ряд мікроетапів у процесі розуміння умови конструкторської задачі [291, 292], ми також констатували такі мікроетапи в процесі розуміння творчих математичних задач: 1) загальне ознайомлення з умовою задачі; 2) розподіл умови на головну й другорядну частини; 3) перекодування задачі на “свою мову”; 4) доповнення тексту ескізами, замальовками;  5) новий рівень вивчення умови задачі; 6) виділення сутності задачі; 7) етап включення умови  математичної задачі в ланцюг досвіду студентів; 8) настання розуміння умови і висунення гіпотези про розв’язок задачі.

1. Загальне ознайомлення з умовою задачі.  
Читаючи задачу вперше, студент намагається зрозуміти її загальний смисл, щоб зорієнтуватися, що це за задача чи зустрічався він із задачами такого типу, впізнати значення слів, символів. Студенти технічного внз мають багатий досвід розв’язання задач із  різних галузей науки (математики, фізики, теоретичної механіки і т.п.). Тому перше прочитання (без попереднього оголошення розділу, до якого відноситься задача) має для них велике орієнтовне значення, є першим кроком до розуміння запропонованої їм задачі, навіть, якщо це перше уявлення не є чітким і переконливим. 
Цей мікроетап відповідає першій формі розуміння, виділеній В.В.Знаковим: розуміння-впізнавання, точніше розуміння-пригадування [160]. Якщо ж дотримуватись рівневої класифікації, запропонованої А.Б.Коваленко, то так виділений перший мікроетап відповідає першому рівневі розуміння: розуміння-впізнавання [190]. Суб’єкт виділяє з контексту задачі відомі терміни (пригадуючи їх значення), символи, числа (що мають певні якісні ознаки): 
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 - частинна похідна, і т.п. При цьому виділяються певні структури, що не потребують подальшого вивчення,  бо інформація про них існує в пам’яті суб’єкта. Тобто при розумінні-пригадуванні суб’єкт не виконує активної розумової роботи по добуванню знань, а просто дістає їх із пам’яті.

Аналіз перших власних вражень студентів про розуміння творчих математичних задач, зіставлений з кінцевим результатом, підтверджує той факт, що розуміння - тривалий процес, який не настає відразу. Твердження студентів про розуміння задачі на стадії її першого прочитання перебільшені. Це ілюструє таблиця 3.3, кількісні дані якої подано у відсотках.

Вона збудована за результатами  розв’язання різних експериментальних задач. Після першого ознайомлення із задачами ми запитували студента, чи зрозуміла йому задача. Близько 60% студентів дали позитивну відповідь, хоч біля 10% із них розв’язали задачу невірно, тобто не досягли її розуміння навіть після тривалого  розв’язання. 
Незважаючи на те що перша оцінка часто хибна, все ж вона досить важлива з точки зору суб’єктивного відношення студента до задачі. Найбільша кількість із тих учасників експерименту, які, розв’язуючи різні математичні задачі, відмовлялися від пошукової діяльності, не подавши жодного розв’язку, відразу оцінили задачу як незрозумілу, або не зовсім зрозумілу.
Таблиця 3.3 - Зв’язок між першими суб’єктивними враженнями студентів про розуміння задач і результатами їх розв’язання (В - вірно розв’язав; НВ - невірно розв’язав; НР - не розв’язав)

	Результат

Клас

задач
	зрозуміла
	не зовсім зрозуміла
	незрозуміла

	
	В
	НВ
	НР
	В
	НВ
	НР
	В
	НВ
	НР

	Задачі на знаходження невідомого
	56,3
	9,3
	5,1
	16,8
	2,2
	2,2
	1,1
	2,5
	4,5

	Задачі на доведення
	44,7
	13,0
	10,6
	4,7
	6,2
	8,5
	2,2
	4,8
	5,3

	Задачі на побудову
	40,1
	12,1                                                                  
	13,0
	13,9
	6,9
	2,5
	2,3
	9,9
	5,3

	Задачі на дослідження
	6,1
	11,5
	6,5
	23,3
	8,2
	11,5
	8,0
	5,4
	19,5


2. Розподіл умови на головну й другорядну частини. Цей мікроетап сприяє подальшому цілеспрямованому вивченню умови задачі, її окремих частин. В більшості випадків на цьому етапі студенти відносять математичну задачу до певного класу, тобто визначають, що потрібно зробити (обчислити, довести,  побудувати) і що для цього відомо. Дані в основному оцінюються з якісної сторони (наприклад: для обчислення площі відома ширина і невідома довжина), майже не акцентується увага на їх кількісній оцінці. Це особливо яскраво ілюструється при розв’язанні задач із надлишковою чи неповною умовою (серії XV, XVI), коли на початкових стадіях вивчення умови, такий “дефект” не виявляється. В той час як у задачах із несформульованим завданням (серія XIV), як правило, відразу виникає запитання: “Що потрібно виконати ?”
3. Перекодування задачі на “свою” мову. Розуміння - це розкриття суттєвого в предметах та явищах дійсності, тобто зрозуміти - це означає віднести  предмет чи явище до певної категорії - дати відповідь на запитання “ що це таке?  Аналізуючи умову математичної задачі, суб’єкт намагається розчленувати її на прості елементи, що зрозумілі для нього a priori. Отже, якщо задача містить нові для суб’єкта об’єкти і вимагає подальшого вивчення, то розпочинається процес зіставлення ознак нового об’єкта з ознаками відомих об’єктів і пошук подібності між ними. Тепер розуміння – це віднесення нового об’єкта лише до певної категорії об’єктів, подібних із ним – розуміння-уподібнення. “Розуміння є, по суті, нічим іншим ніж уподібненням. Те, що ні на що не схоже, тим самим недосяжне” [70, с. 527]. 

Відбувається поділ умови на кілька частин: виділяються вузлові поняття задачі, процеси. Услід за виявленням вузлових понять, асоціативно з’являються  основні теоретичні відомості, що пов’язані із задачею.  Тобто відбувається більш детальніше вивчення частин умови, а роль розуміння в мисленні суб’єкта зводиться в основному до розуміння фактів, як результатів узагальнення попереднього досвіду, включення їх у систему особистісних знань.

Оскільки, характерна для розуміння активність, проявляється, зокрема, в постановці запитань, знаходженні відповідей, то ми маємо змогу проілюструвати вказану пошукову роботу через ці прояви. В якості прикладу звернемось до запитань, які виникали у студентів при розв’язанні  задач серії XVІІІ і задачі № 4 серії XVІІ.  При цьому різні групи студентів розв’язували різні задачі серії XVІІІ. Основне завдання таких задач, як вже згадувалось, було  скласти подібну задачу. Також аналізуватимемо розуміння одних і тих  же студентів, що розв’язували однотипні задачі XVII серії.

Отримані від студентів запитання, по змісту задачі, ми розділили на 6 груп. В першому випадку запитання було розділено так: І - про поняття “розв’язати задачу“, ІІ - про конкретні структурні елементи, ІІІ - про існування залежності між структурними елементами, ІV - про зміст залежності між структурними елементами,  V - про зміст терміну “подібна задача”, VІ - про існування розв’язку. У другому випадку - так: І - про поняття “розв’язати задачу”, ІІ - про склад 20 осіб, ІІІ - про те, що можна вважати способом вибору, ІV - про мету вибору,  V - про поняття “вибирати”,  VІ - про існування розв’язку. На рис. 3.1 і рис 3.2  проілюстровано отриманий результат: ряди 1, 2, 3, 4, 5 із рис 3.1 відповідають задачам №1, №2, №3, №4, №5, а ряд 6 – середня частота для задач серії XVIII; ряди 2а, 2б, 2в із рис. 3.2 - відповідають задачам 2а, 2б, 2в серії XVII. 
Ми спостерігаємо, що, вивчаючи текст умови, студенти, в першу чергу, намагаються зрозуміти терміни, процеси про які йдеться. Переважна більшість термінів в обох задачах досить знайомі, тому їх розуміння настає відразу, шляхом впізнавання, а увага спрямовується на “нові” терміни, “нові” процеси, “нові” поняття (“подібна задача” -  в першому випадку,  “спосіб вибору” -  у другому). Частота запитань у більшості груп невелика - кожен учасник уточнює якийсь свій нюанс. Лише у групах 5 вона помітно зростає. Поняття “подібна задача” не є зрозумілим більшості студентам, тому, вивчаючи умову, всі вони намагаються з’ясувати його зміст. Незалежно від загального змісту задач, від групи студентів, пошукова діяльність розгортається навколо незрозумілого поняття. 

Інша картина при розв’язанні серії подібних задач одним і тим же студентом. У випадку розв’язання першої задачі увага концентрується навколо терміну “вибирати”. Очевидно, що частота запитань групи 5 різко знижується. Адже працюючи над задачею 2а, студент з’ясовує для себе цю відмінність і в подальших подібних задачах (2б, 2в) він її лише впізнає, відпадає потреба в затраті інтелектуальних зусиль на подібне з’ясування Якщо об’єкт відомий, то взаємодія системи знань та інформації, що поступає, протікає як впізнавання, якщо ж ситуація складніша, то це вимагає певної пошукової роботи.
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[image: image15.wmf]Рисунок 3.2 - Частота запитань, які отримані при 
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В математичних задачах, на фоні існування алгоритмів розв’язання різних задач, у процес розуміння активно вплітається суб’єктивне вбачання в новій задачі вже відомої.  Саме на цьому етапі в процесі розуміння математичної задачі починають вкраплюватись елементи відомих задач.

“Своє” бачення умови задачі полягає у введенні певного знайомого математичного символу чи надання певної знайомої математичної інтерпретації конкретній задачній ситуації, у графічних ілюстраціях тексту задачі, чи текстовому описі графічної ілюстрації, що подана в умові задачі.

Щоб зрозуміти творчу математичну задачу, не достатньо з’ясувати, до якого класу математичних об’єктів належать ті об’єкти, про які йдеться в умові задачі. Смисл математичної задачі визначається інтерпретацією структурних елементів через яку-небудь гіпотезу, що вимагає від суб’єкта здійснення відповідних мисленнєвих дій. Характер прогнозу, гіпотези визначає стан розуміння. А оскільки у суб’єкта виникає багато альтернативних і неальтернативних гіпотез, то і виникає різне розуміння однієї і тієї ж задачі. У зв’язку з цим, на перший план виходить питання про адекватність гіпотези реальному змістові задачі. В цьому випадку доцільно говорити про розуміння-прогнозування [160]. Таке розуміння формується в процесі знаходження розв’язку математичної задачі.

Для суб’єкта текст задачі спочатку є набором слів, математичних символів, серед яких він впізнає назви відомих об’єктів чи процесів. Далі фіксується незрозуміле, причому незрозуміле виявляється лише в деякій зоні того, що дано. І суб’єкт розуміння сам диференціює умову на відоме й невідоме, тим самим визначаючи для себе наявність протиріччя, що є, в свою чергу, джерелом незрозумілого. У процесі розуміння висувається перша гіпотеза про те ціле, про яке йдеться у задачі. Подальший пошук керується цією гіпотезою. Коли вступає в дію визначення змісту інших деталей, під їх впливом здійснюється перевірка гіпотези. Не задовольнивши умови, але значно дослідивши вказані в задачі об’єкти, вона відкидається й замінюється іншою. Перевірка гіпотези, її узгодження з умовою задачі, веде до нового змісту розуміння задачі. 
4. Доповнення тексту задачі кресленнями, ескізами, малюнками. Експериментальні задачі були запропоновані або в текстовій чи символьній формі і частина з них мала доповнення у вигляді графіків, креслень, або у формі графіків, схем, геометричних фігур із текстовим доповненням завдання. Лише частина задач спеціально передбачала діяльність студентів по створенню ескізів, креслень. Ми спостерігали на початкових етапах мисленнєвої діяльності прагнення студентів зіставляти текст із наявними малюнками або доповнювати задачі ”ілюстраціями”. Фактично, якщо такий етап присутній, то він є продовженням попереднього, адже графічна чи схематична інтерпретація тексту і текстовий опис графічної чи схематичної інформації - це і є переведення змісту задачі на “свою” мову. Якщо для виконання завдання не було необхідності у графіках, малюнках і т.п., то такий етап випадав із схеми. 

Етап співставлення графічної й текстової інформації у процесі розуміння творчої математичної задачі важко переоцінити. Адже математичний мисленнєвий процес у значній мірі опирається як на аналітичне, так і на графічне тлумачення, ілюстрування. 
Супроводження текстового завдання “провокаційними” рисунками часто приводить до хибного розуміння такого завдання, якщо вчасно не виявляється невідповідність між текстом і рисунком. Це ілюструє табл. 3.4, складена за результатами перших проміжних розв’язків задач серії XIII, що пропонувались у текстовій формі разом із рисунком, який ілюстрував лише частинний випадок задачної ситуації.
Слід відзначити, що в більшості випадків студенти безпосередньо чи опосередковано пов’язують відповідь із запропонованими їм рисунками. У наведеному прикладі  результат спричинюється хибною ”підказкою”, що містить рисунок. І лише в тому випадку, коли вдається уникнути такого “втручання”, а, отже, досягти глибшого розуміння змісту задачі, результативність мисленнєвого процесу стає якіснішою.
Звертає на себе увагу той факт, що великий відсоток студентів  не зуміли відразу дати оцінку запропонованому твердженню (крім задачі 2.3). Вони балансували між логікою, що опирається на теоретичні відомості і запропонованим їм рисунком і  довго не могли зробити  висновку. Якщо ж цього вдавалось уникати, як у задачі 2.3, висновок робився швидше і якісніше. 
Таблиця 3.4 - Результати (в %) першого проміжного розв’язання задач 2.1, 2.2, 2.3 і 2.4 серії XIII
	Задача


	Оцінка твердження
	Залежність оцінки від ілюстрації

	
	вірно
	невірно
	відсутня
	виявлена
	не виявлена
	не
встановлена

	2.1
	25,5
	53,1
	21,4
	80,2
	12,5
	7,3

	2.2
	15,3
	70,2
	14,5
	55,2
	25,9
	18,9

	2.3
	54,9
	18,4
	26,7
	15,1
	60,9
	24,0

	2.4
	20,2
	71,1
	8,7
	63,6
	20,3
	16,1


На цьому етапі розуміння математичної задачі можна оцінити значущість і результативність попередніх етапів. Мова йде про ті задачі, які в принципі не мають геометричних ілюстрацій Наприклад, при обчисленні інтеграла 
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, студенти вірно відносили їх  на попередніх етапах до невизначених інтегралів і тому розв’язання жодного з таких завдань не супроводжувалось графічними чи схематичними ілюстраціями. Інша справа, коли ті ж студенти обчислювали 
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. Це визначений  інтеграл, його обчислення можна пов’язати з обчисленням певної площі, що веде до появи зображення різних плоских фігур. Тобто доповнення тексту задачі графічним матеріалом, переведення його на мову графіків, схем - не стихійний процес, не алгоритмічно запрограмований, а процес поглиблення розуміння математичної задачі. 

5. Новий рівень вивчення умови задачі. В подальшій пошуковій діяльності спостерігається детальне обстеження елементів задачної ситуації, виявлення великої кількості їх властивостей. Виявивши ряд елементів у задачі, студенти намагаються їх синтезувати в те ціле, яким є творча математична задача, переформульовуючи її по-своєму. Відбувається встановлення взаємозв’язків нового об’єкта з наявними знаннями, вираження змісту нового у термінах і поняттях, знайомих суб’єкту, що розв’язує задачу. Тобто мова йде про актуалізацію наявних знань і досвіду студентів. 

Для математики, що опирається на формалізовані образи, оперує символами, числами, важливим є настання взаємоузгодження семантичного й формального змісту, який містить задача. Потрібно прийняти рішення про необхідність більш-менш широкої інформації про ті об’єкти, які виражені такими символами, або встановити допустимі значення для символів. Наприклад, при розв’язанні диференційного рівняння, із його загального вигляду, суб’єктові надходить інформація про тип цього диференційного рівняння і для знаходження його загального розв’язку не потрібно знати, який фізичний процес воно описує. А при встановленні множини точок, що описуються нерівністю 
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, необхідно знати, де ця множина точок розміщена: на площині (круг), чи у просторі (циліндричне тіло).

Нагадаємо, що ряд об’єктів та їх функцій у математиці можна задати або за допомогою переліку ознак, або за допомогою функціональної залежності. Саме на цьому етапі суб’єкт розв’язання математичної задачі вибирає для подальшого оперування ту форму завдання, яка, на його думку, сприяє розв’язуванню конкретної задачі. Деколи  задача подається у такій текстовій формі, що потребує формалізування тих процесів, що описані. Цього можна досягти, ввівши ряд символів і за їх допомогою описати задачну ситуацію. А це, у свою чергу, ґрунтується на певному розумінні існуючих співвідношень структурних елементів, розумінні й знанні, як саме можна перевести семантичне значення слів на математичну мову - мову символів і формальних об’єктів.

6. Виділення сутності задачі. В результаті переведення умови задачі на математичну мову, настає ще один поділ задачі на частини: відділяється суттєве й другорядне. Це етап ще однієї переоцінки задачі. Якщо на першому етапі студент впізнавав: розв’язував він коли-небудь таку задачу чи - ні, до якого розділу знань вона належить; на другому етапі він визначав чи це математична задача на обчислення, чи на доведення і т.п., то тепер відбувається внутрішній поділ задачі на частини: 1) яка інформація відома для досягнення мети (обчислити, довести, побудувати) і яку необхідно ще добути; 2) які теоретичні відомості вже можна використати, а які ще невідомо як використати; 3) які засоби можна застосувати для цього. З цього приводу Д.Пойя наголошував: “Для того, щоб зрозуміти задачу, потрібно знати - і до того ж знати досить добре, - чим є невідоме, що дано, і в чому полягає умова.” [326, с. 14]

Тобто задача набуває вигляду більш-менш цілісної системи математичних об’єктів, що пов’язані між собою чи то функціонально, чи то структурно. Це формалізовані об’єкти, вони часто вже віддалені від контексту конкретної задачі. Починають діяти комплекси математичних символів або  алгебраїчних виразів, що мають свої математичні значення, властивості. (Наприклад, 
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 і т. п.) В деяких випадках це відбувається на основі підключення реальних кількісних співвідношень, що надалі функціонуватимуть з утвореними символічними виразами. Нерідко на цьому етапі задача одного типу перетворюється в розряд задач іншого типу (Наприклад, рівняння четвертого степеня стає рівнянням другого степеня). Однак задача ще містить ряд пробілів, які не дають можливості скласти вичерпну характеристику цієї системи.  

Подальший мисленнєвий процес спрямовується на заповнення виявлених пробілів, що відбувається за рахунок конкретного використання наявних знань. Цьому сприяють порівняння, встановлення аналогій чи протилежностей, про що свідчить аналіз запитань і висловлень.

7. Етап включення умови творчої математичної задачі в ланцюг знань і досвіду студентів. Оскільки когнітивна функція розуміння полягає в набутті знань про дійсність, то зміст задачі, що був  “привнесений” у математичну діяльність після попереднього обстеження (проникнення в її сутність), під’єднується до системи знань суб’єкта, перестаючи бути “чужорідним тілом” для цієї системи. Ми  спостерігали заповнення умовою задачі  пробілів у знаннях студентів - інтерполяцію й доповнення знань умовою задачі - екстраполяцію.

Слід зауважити, що з точки зору використання при розв’язанні студентами творчих математичних задач найважливіших психічних функцій, то процес розуміння відбувається в такій послідовності: 1) сприймання - концентрація уваги на умові задачі (1-3 етапи); 2) пам’яті (3-8 етапи); 3) спеціальні пошукові дії (4-8 етапи).

8. Настання розуміння умови й висування гіпотези щодо розв’язку. В результаті описаних дій настає або ні впевненість суб’єкта в розумінні ним умови – розуміння-об’єднання [160]. Ця впевненість може бути як виправданою, так і ні. Вона сприяє подальшій роботі над задачею, а, отже, і поглибленню процесу розуміння. Якщо впевненості у розумінні умови немає, то робота може припинитися.
Вище вже говорилось про незнання, як причину відмови від пошуку розв’язку на початкових етапах розв’язання. Крім того математичні задачі мають “свої”, “математичні причини” відмови від пошуку розв’язку. Підкреслимо, що при розв’язанні творчих математичних задач, навіть на початковому етапі цього процесу - етапі вивчення умови, існують специфічні ознаки пошукової діяльності, що впливають на цей процес і які характеризують його як математичне мислення. Мова йде, по-перше, про наявність числового, символьного, просторового компонентів  у мисленні суб’єкта, що розв’язує математичну задачу. Вплітаючись у рідну мову, вони вимагають концентрації уваги навколо себе, з тим, щоб органічно ввійти в контекст задачі. Це стає можливим після  впізнавання й дослідження за допомогою усвідомлюваних і неусвідомлюваних мисленнєвих актів, їх зв’язків у системі знань суб’єкта й у задачі. Крім того, часто окремий математичний елемент (число, символ, геометричний образ тощо) необхідно трактувати лише в контексті певної задачної ситуації. Недостатнє обстеження елементів на етапі вивчення умови задачі веде до хибного її розуміння: невірного трактування числових характеристик, невірного оперування із символами, невірного уявлення про розміщення геометричних об’єктів і т.п., що і приводить до припинення пошукового процесу, яке при цьому мотивується небажанням продовжувати пошук.

 По-друге, математика, оперуючи формальними об’єктами, вимагає переведення змісту задач на формалізовану мову, що часто може відбуватись лише на основі досягнення певного рівня розуміння задачі, а сам процес розуміння при цьому може продовжуватися за умови вдало формалізованого семантичного змісту задачі.

По-третє математика передбачає просторову уяву, що є необхідною умовою для розуміння ряду задач.
Отже, хоч розуміння впродовж вивчення умови набуває різних форм (розуміння-впізнавання, розуміння-прогнозування, розуміння-об’єднання), все ж домінуючою формою є розуміння-впізнавання.

Вже відзначалось, що кожен етап розв’язання творчої математичної задачі являє собою новий етап її розуміння і характеризується своїми психологічними особливостями. При розгортанні дослідження ми виходили з того, що процес розуміння на етапі формування гіпотези майбутнього розв’язку об’єктивно (зміст задачі) і суб’єктивно (сприймання й розуміння її умови ) спричинені. Крім того, розуміння умови задачі “ … є необхідною передумовою адекватної побудови задуму і самого подальшого розв’язання”[292, с. 29]. Слід відзначити, що поділ процесу розв’язання математичної задачі на три складові частини (вивчення умови, формування гіпотези розв’язку, перевірка гіпотези) досить умовний. Зокрема, навіть в описаній схемі розуміння умови творчої математичної задачі, елементи формування гіпотези проявляються вже в першій частині (на 2, 3 мікроетапах). Крім того, часто  розв’язання багатьох математичних задач передбачає з’ясування області допустимих значень для шуканих математичних об’єктів. Тобто, в таких випадках розуміння певних ознак розв’язку, передує процесу формування самого розв’язку, що в значній мірі регламентує пошуковий процес.

З пошуком розв’язку спостерігався процес глибшого усвідомлення й розуміння смислу завдання, і для декого він наставав разом із знаходженням розв’язку. Цей процес був неоднаково яскравим, неоднорідно чітким, все залежало від змісту задачі і того, хто її розв’язував.

Переважна більшість досліджуваних (98,7%) продовжували пошукову діяльність після вивчення умови задачі. Основний зміст психічної діяльності суб’єкта на другому етапі пошуку складає прогнозування, висування гіпотез. Автори сучасних робіт із проблеми розуміння відзначають, що прогноз, як і репрезентація матеріалу в пам’яті суб’єкта, є необхідною умовою розуміння [466, 485]. Отже, при розумінні умови творчої математичної задачі суб’єкти виділяють елементи (числа, символи, операції, геометричні фігури тощо), впізнають їх призначення, а після знаходять зв’язки між ними шляхом висунення й перевірки ряду гіпотез про ці зв’язки (на етапі вивчення умови) і шляхом висунення гіпотез про шляхи розв’язання (на етапі формування проекту розв’язку). Гіпотези, що спрямовані на об’єднання розрізнених елементів умови задачі, поступово переплітаються в процесі розуміння, із гіпотезами щодо змісту розв’язку. Ці, другі, гіпотези сприяють розумінню умови, адже в умову входить (явно чи ні) визначення того, що є розв’язком. Крім того, гіпотези щодо змісту розв’язку - це вже гіпотези щодо проекту розв’язку.

У процесі формування гіпотези розв’язку, не відразу (із першої гіпотези) настає розуміння математичної задачі. Гіпотези визначають направленість пошуку, відбору інформації та її аналізу. Кожна гіпотеза спрямовує процес розуміння і висвітлює лише кілька сторін ситуації, про яку йдеться у задачі (ті, що включені у відповідності до неї). При цьому можуть не враховуватися і суттєві властивості об‘єктів, що приводить до хибного розуміння задачі, яке можна подолати висуванням іншої гіпотези. 

Ми дуже часто спостерігали виникнення гіпотез, пов’язаних із зведенням даної задачі до задачі, відомої суб’єкту, тому часто фіксували висловлювання на зразок: “Це така задача, як…..”, “Я колись розв’язував задачу подібну до даної.” і т.п. Значення гіпотез такого змісту неоднозначні. Вони можуть як сприяти процесу розв’язання, так і заважати йому. Адже, з одного боку, зведення нової задачі до відомої прискорює процес розв’язання, з іншого - якщо таке зведення не коректне, то хибна гіпотеза про подібність задач блокує пошуковий процес. Відомі алгоритми розв’язання певного типу математичних задач сприяють виникненню гіпотез “під ці алгоритми”. Такі гіпотези “консервують” процес розуміння задачі, а, отже, і пошуковий процес. Крім того, часто зведення творчої математичної задачі до відомої стандартної завершується рутинним методом її розв’язання, в той час, як оригінальний творчий розв’язок вимагає іншого переформулювання задачі, а отже іншої гіпотези, іншого її розуміння.
Отже, на етапі пошуку розв’язку задачі процес розуміння, йдучи паралельно з таким пошуком, у значній мірі виступає у формі розуміння-прогнозування. Висунені гіпотези щодо розв’язку разом із тим є гіпотезами процесу розуміння, вони висвітлюють певні сторони об’єктів, процесів, що містить творча математична задача, тому можна спостерігати неодноразове переведення задачі на “свою” мову, доповнення її кресленнями, ескізами. Продовжують актуалізовуватися різні математичні знання, що веде до активізації тих складові математичного мислення, які не були в повній мірі задіяні до цього часу. Внаслідок цього суб’єкт отримує нове бачення задачі в цілому і новий рівень проникнення в сутність її умови та вимоги. 

Після різнобічного вивчення структурних елементів, розпочинається мисленнєве конструювання цілого з утворених частин (розуміння-об’єднання) [160]. Це забезпечує  цілісність моделі задачної ситуації, а, отже, глибше й повніше її розуміння. Результатом описаних дій є розв’язок (проміжний чи кінцевий). Він піддається перевірці умовою. І якщо у суб’єкта складається враження, що існує відповідність між умовою задачі і знайденим новоутворенням, то воно оголошується розв’язком задачі. Якщо ж ні, то процес повторюється або припиняється.

Прямим результатом таких процедур часто були проміжні розв’язки (хоч не завжди). Найчастіше процес розв’язання йшов шляхом наближення проміжних розв’язків до кінцевого. Саме проміжні розв’язки на етапі формування гіпотези були найяскравішим проявом, індикатором, розуміння математичної задачі. Кінцевий правильний розв’язок отримали ті зі студентів, які по кілька разів наближались до нього, детально обстежуючи задачну ситуацію за допомогою гіпотез. 
Крім того, такий результат ще раз підтверджує, що при наявності загальних рис у процесі розуміння, вплив на нього суб’єктивних факторів суттєвий. Низький контроль за результатами своєї пошукової діяльності привів ряд студентів до невірного розуміння задачі. 
Процес висування гіпотез на певному етапі пошукової діяльності концентрується навколо однієї (рідше двох, трьох), найбільш привабливої ідеї, одного образу. Ми спостерігали, що  у студентів, на початкових етапах може виникати кілька таких ідей майбутнього розв’язку, але, зрештою, вони  відкидались на користь однієї. Причому, це в більшості випадків було мотивовано їх невідповідністю умові задачі. Тобто, синтетичний образ розв’язку, що складається після ряду переформулювань задачі, є результатом певного стану розуміння   умови задачі й розуміння сутності її розв’язку. 

Слід наголосити, що домінуюча ідея не завжди приводить до  вірного розв’язку творчої математичної задачі. Часто вона була такою, що не сприяла розв’язанню задачі. Крім того, коли виникало кілька ідей, студенти не завжди давали перевагу тій, яка сприяла би розв’язанню. Це можна, на нашу думку, пояснити недостатнім розумінням задачі. Отже, про зміст домінуючої ідеї можна говорити як про ще один індикатор розуміння творчої математичної задачі.

Нерезультативність вибраної ідеї деколи виявляється на етапі складання плану дій по її реалізації. Тому, усвідомлення невірного чи неповного розуміння умови задачі, невірного розуміння розв’язку деколи настає аж на цьому, більш пізньому,  етапі розв’язання.

Далі мисленнєва діяльність спрямовується на перевірку знайденого розв’язку. Зміст мисленнєвих дій на етапі перевірки отриманого результату творчої математичної задачі у зіставленні цього результату з умовою й вимогою задачі; у перегляді ланцюга мисленнєвих кроків, що привели до результату; у його апробації у різних умовах, що не виходять за межі умови задачі, але допускаються нею. Такі дії, формуючи суб’єктивну впевненість у правильності (або неправильності) знайденого розв’язку, водночас спрямовані на поглиблення розуміння сутності самої задачі.

Недостатність розуміння, його інтуїтивність, пропущені для усвідомлення ланки, виявляються на етапі пояснення розв’язку (розуміння-пояснення) [160]. Словесне чи символьне пояснення є необхідним компонентом розуміння, є також одним із його індикаторів. Часто студент, знайшовши розв’язок і пояснюючи його експериментаторові, відмовляється від нього, усвідомлюючи його невідповідність. Все ж, в основному, пояснення свідчать про повноту й глибину розуміння  задачі, розуміння змісту її  розв’язку.
  Якщо ж перевірка виявляє, що гіпотеза не привела до вірного розв’язку, то висувається інша гіпотеза. Повторюючись, мисленнєвий процес повертається до одного з розглянутих вище етапів і знову продовжується в тій же послідовності, лише із врахуванням нових виявлених і незауважених спершу нюансів умови задачі, тобто на вищому рівні.

Процес розуміння творчої математичної задачі - наскрізний процес, що пронизує весь хід пошуку розв’язку. Запропонована вище умовна восьмиетапна схема розуміння умови задачі може бути поширена на весь процес розв’язання. Відмінність, що при цьому спостерігається в значущості форм розуміння (розуміння-впізнавання, розуміння-прогнозування, розуміння-об’єднання, розуміння-пояснення). Адже будь-яка гіпотеза процесу формування гіпотези розв’язку, кожного разу веде до з’ясування нових властивостей елементів, нових зв’язків між ними, що, у свою чергу, сприяє суб’єктивному переформулюванню задачі, викликає “своє” бачення її. Це, у свою чергу, “вмикає” описані подальші дії у тій чи іншій мірі розгорненості. Таку ж “зворотну дію” на розуміння задачі має і перевірка сформованої гіпотези розв’язку. 

Ми вважаємо, що процес розуміння творчої математичної задачі, як і процес її розв’язання, йде по спіралі, кожен виток якої має свій радіус, залежний від того місця схеми процесу розуміння, куди мисленнєво повертається студент після перевірки знайденого “розв’язку” умовою задачі.

Отже, можна стверджувати, що процес розуміння творчої математичної задачі у студентів проходить: впродовж всіх етапів розв’язання задач, причому розуміння умови має своє продовження на подальших етапах розв’язання (формування та обґрунтування розв’язку); за допомогою впізнавання старого у новому, прогнозування майбутнього чи минулого щодо об’єкта, який розуміється, об’єднання розрізнених елементів у ціле; на певному рівні, який охоплює ті чи інші властивості складових об’єктів і обумовлений гіпотезою.

Специфіка розуміння математичної задачі пов’язана з наявністю числових і символьних елементів, оперуванням формалізованими об’єктами часто при допомозі просторової уяви, існуванням алгоритмів розв’язання певного типу задач.

3.4 Особливості розуміння творчих математичних задач різних класів

Дані, наведені в попередньому параграфі, підтверджуючи виняткову важливість процесу розуміння задачі для її розв’язання, дозволяють говорити про наявність відмінностей розуміння, що пов’язані з різними етапами розв’язання однієї і тієї ж задачі (сприймання, вивчення умови, пошук розв’язку, осмислення змісту розв’язку  тощо). Поряд із цим, ми виявили, що в процесі роботи над новою математичною задачею, для студентів суттєвим є те, яку саме задачу вони розв’язують (якого класу).

 Одним із завдань констатуючої частини дослідження було вивчення особливостей розуміння творчих математичних задач, що пов’язані із класом задачі (на знаходження невідомої величини, на доведення, на побудову, на дослідження). Такі особливості мало досліджені і тому їх з’ясування сприятиме як створенню загальної картини психології розуміння творчих математичних задач, так і дослідженню особливостей розв’язання різних класів математичних задач.

Як відомо, будь-яка умова задачі сприяє певному її сприйманню і має певний вплив на того, хто її розв’язує. Г.С.Костюк, аналізуючи процес розуміння учнями, підкреслював, що розуміння залежить від того, яке саме питання постає перед учнем, яка задача ним усвідомлюється, бо в одному і тому ж складному об’єкті увагу суб’єкта можуть привернути до себе різні його сторони [202]. При розгортанні дослідження, ми виходили з того, що цей вплив у значній мірі залежить від класу задачі, а також від власного досвіду студента у розв’язанні  подібних задач, від його особистісного відношення до розв’язання задачі того чи іншого класу.

Відмітимо, що загальна характеристика процесу розуміння була ідентична тій, що описана вище: незалежно від класу задачі, процес розуміння проходить впродовж всіх етапів розв’язання за допомогою операцій порівняння, аналізування, синтезування, абстрагування, узагальнення; на етапі вивчення умови задачі більш-менш чітко виділялись описані вище мікроетапи розуміння умови задачі; процес розуміння під час формування гіпотези розв’язку здійснюється на основі прогнозування майбутнього розв’язку; гіпотеза про розв’язок перевіряється умовою задачі, внаслідок чого розуміння стає більш повним; апробаційні дії, на етапі перевірки математичного результату, створюють цілісну уяву про ту математичну систему, що описана задачею через з’ясування сутності взаємозв’язку знайденого розв’язку в цій системі, тобто сприяють поглибленню розуміння задачі. Найбільш значущими для процесу розуміння були три пізнавальні операції: 1) впізнавання знайомого у новому матеріалі; 2) висування гіпотез про минуле чи майбутнє математичного об’єкта, математичної ситуації, які необхідно зрозуміти; 3) об’єднання елементів, що розуміються в ціле. 

Розуміння творчих математичних задач різних класів, як і пошукова діяльність у цілому, опирається на рівень знань, вмінь, навичок розв’язуючого, скеровується його стратегією мислення, що не залежить від класу задач і є в значній мірі продуктом мотиваційної сфери суб’єкта. Проте кількісні і якісні показники є різними для різних класів задач. 

За результатами багатьох дослідників процесу розуміння (Г.С.Костюка, В.В.Знакова, Ю.К.Корнілова, В.О.Моляко, А.Б.Коваленко, О.М.Смирнова та інших), процес розуміння інформації є складним аналітико-синтетичним процесом, який набуває різної розгорненості залежно від складності матеріалу, який потрібно зрозуміти. 
Ми звернули увагу на ряд відмінностей, що розпочиналися з перших мікроетапів розуміння умови задачі. Так при поділі задачі на головну й другорядну частини, студенти намагаються виявити основне завдання задачі (знайти невідому величину, довести, побудувати, дослідити). Свідченням цього є запитання студентів до експериментатора, що носили уточнюючий характер щодо цих основних завдань. В тих задачах, де явно або ні висувалась вимога  “дослідити”, ми фіксували багато запитань із приводу змісту такої вимоги. 

Зміст запитань і висловлень про основне завдання при розв’язанні різних класів задач на різних етапах розв’язання подано на рис. 3.3. Ми проаналізували запитання, що отримані від піддослідних під час першого прочитання умови задачі (ряд 1), у процесі вивчення умови (ряд 2) і на  етапі висування гіпотез (ряд 3). 
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Очевидно, що питання належності задачі до певного класу, або точніше з’ясування основного завдання задачі, є істотно важливим і студенти з’ясовують це з перших пошукових кроків, про що вже говорилось в попередньому параграфі. На розуміння змісту основного завдання частіше всього спрямовуються перші пошукові дії (ряд 1), а  в процесі детального вивчення умови, прогнозування розв’язку - ми спостерігаємо значне зменшення питомої ваги запитань про нього у задачах на знаходження невідомої величини, доведення, побудову (ряд 2). При розв’язанні задач на дослідження, з’ясування основного завдання активно продовжується впродовж вивчення умови. І навіть під час висування гіпотез про розв’язок (ряд 3) у таких задачах  питання про основне завдання  не втрачає своєї актуальності, чого не спостерігається в пошуковій діяльності, спрямованій на розв’язання задач інших класів.
Завдання обчислити, довести, побудувати відомі студентам і їх розуміння настає за допомогою впізнавання. Варто зробити певні зауваження стосовно математичної вимоги “довести”, що означає збудувати таку послідовність раніше доведених і прийнятих у  математиці тверджень, прямим логічним наслідком яких є те твердження, яке нам необхідно було довести. Розуміння цього необхідне a priori для тих, хто розв’язує  задачу на доведення. Впізнати вимогу “дослідити” не можна, тому для з’ясування змісту цієї вимоги розгортається пошукова діяльність.
Таким чином, знання та попередній досвід займають важливе місце вже на перших етапах розв’язання творчих математичних задач на знаходження невідомої величини, на доведення, на побудову. Розуміння змісту вимоги в таких задачах набуває форми розуміння-впізнавання, в той час як в задачах на дослідження – вимагає пошукових дій. 

Встановивши основне завдання (а тим самим клас задачі), студент приступає до подальших пошукових кроків. Наступний крок - це перекодування умови задачі на “свою” мову. Якщо студент має справу із задачею, де необхідно знайти невідому величину,  він мисленнєво розбиває задачу на те, що відомо і те, що дає уяву про шуканий об’єкт. Сутність задачі вміщується у формулі: відомо набір математичних фактів А, що володіють рядом властивостей  і потрібно знайти математичний об’єкт В із певними властивостями (не обов’язково повністю відомими суб’єкту в даний момент розв’язання). В цьому випадку суб’єкт формулює для себе проблему з’ясування математичного  змісту В і шляху його визначення.

Задача, що містить вимогу  довести, розчленовується на те, що дано і те, що необхідно довести. При цьому в умові задачі подається в основному як перше, так і друге, а сутність задачі окреслюється так: відомо А з більш-менш встановленими властивостями, необхідно довести В з більш-менш встановленими властивостями, а основна проблема у з’ясуванні логічного ланцюга математичних тверджень, які ведуть від А до В.

У задачах із вимогою побудувати також чітко розмежовується те, що дано і що потрібно збудувати, тобто: відомо А (набір математичних об’єктів) і те, що необхідно створити - В із наперед визначеними властивостями, але не обов’язково відразу зрозумілими суб’єкту. Перед ним постає проблема у з’ясуванні  властивостей об’єкта В та ланцюга геометричних побудов.

При розв’язанні задач на дослідження таке перефразування має дещо інший характер, бо з інформації, яка міститься у тексті задачі, не випливає зміст завдання. Дослідження творчої математичної задачі проводяться різними шляхами: через обчислення, через доведення, через побудову, на основі логічного ланцюга міркувань. У цьому випадку умова розчленовується на кілька об’єктів, що не пов’язані спільним завданням, його ще необхідно виявити. Тому задача перефразовується так: існує математичний об’єкт А з певними властивостями, існує математичний об’єкт В із своїми математичними властивостями і т.д. Сама ж проблема  ще чітко не виявлена. Фіксується певна закономірність чи залежність, чи певне протиріччя, а зміст завдання (обчислити, довести, побудувати чи що інше) ще не визначено (або частково визначено). Тому і частіше всього зустрічаються запитання: “Що потрібно зробити?”, “Потрібно вгадати?” (евристичні задачі), “Твердження невірне, а я що повинен зробити?” (математичні софізми).
Таким чином, первинне уявлення про сутність задач кожного класу є різним за глибиною. Воно корегує подальші мисленнєві дії досліджуваних при розв’язуванні задач на знаходження невідомої, на доведення, на побудову через формування змісту та напрямку гіпотез і не проявляється на ранніх етапах у задачах на дослідження. 

Далі, у процесі поглиблення розуміння умови задачі, студенти “оснащують” їх різноманітними геометричними побудовами - ілюстраціями. Відмітимо, що переваги у використанні графічних ілюстрацій щодо класу задач не зафіксовано. Такі ілюстрації швидше були властиві певним типам задач, при розв’язанні яких, середньою й вищою школами формуються такі алгоритми розв’язання, що ґрунтуються на ілюстраціях. Ми фіксували, що в разі можливої “матеріалізації” шуканих об’єктів у вигляді конкретних фігур, графіків, схем, блоків при розв’язанні задач на обчислення чи доведення, студенти намагаються виконати такі ілюстрації. Якщо ж мова йде про задачу на побудову, то на цьому етапі розуміння умови студенти намагаються зобразити вихідні об’єкти, тобто ті, із яких щось необхідно буде збудувати, скомбінувати, перетворити і т.п.

У подальшому, якщо мова йде про задачу на знаходження невідомої величини, то студенти перш за все виявляють властивості структурних об’єктів задачі й зв’язків між ними. Далі намагаються чіткіше визначити, що необхідно знайти, обчислити і т.п. Наприклад, при розв’язанні квадратного рівняння з елементарної математики - необхідно знайти значення невідомої величини, позначеної спеціальним символом, при розв’язанні диференційного рівняння - шукану функцію, при розв’язанні задачі на спільний рух - швидкість учасників руху тощо. При цьому, очевидно, що це різні величини й інформація про них сприятиме вірному пошуковому процесові. Зокрема, в останньому випадку, швидкість повинна бути додатною величиною, отже всі отримані від’ємні значення відкидатимуться відразу, як такі, що не задовольняють умову задачі; швидкість людини має інші межі, ніж швидкість літака і т.п.

У задачах на доведення етап детального вивчення складових задачі проводиться на фоні вже окреслених вихідних і кінцевих точок пошукового процесу. Тому суб’єкт намагається виявити ознаки й властивості “кінцевої” інформації у “вихідній”, або, іншими словами: в тому, що дано, шукаються корисні, із суб’єктивної точки зору, ознаки того, що необхідно довести.  З іншого боку, з’ясовується зміст математичного факту, який необхідно довести через призму ознак об’єктів, які дані в умові.

При розв’язанні задач на побудову, те, що потрібно побудувати, може існувати лише в уяві студента, тому він, як правило, в таких випадках намагається більше вивчити вихідні дані. Цьому сприяє в одних випадках їх аналітичне дослідження, в інших – віртуальне експериментування, або і те, і друге. Тому, спостерігається активне уявне переміщення вихідних об’єктів, поворот, симетрична побудова і т.п.

Вивчаючи складові елементи й зв’язки між ними у задачах на дослідження, студенти  “приписують” таким елементам навіть не математичні властивості. Це вивчення проходить паралельно з формуванням  конкретного завдання задачі, адже до цього часу воно ще чітко не визначене. В цьому випадку спостерігається почергова концентрація уваги і мисленнєвих зусиль навколо різних груп структурних елементів, навколо різних теоретичних фактів, що об’єднуються ідеєю що до змісту завдання задачі. Часто такі ідеї алогічні, непередбачувані.
Тобто, спостерігається залежність значущості різних складових математичного мислення в процесі розуміння задач на знаходження невідомої величини (числового й символьного), на доведення (логічного), на побудову (просторового) і відсутність такої визначеності в задачах на дослідження.. 

Після детального вивчення умови задачі (визначення основного завдання задачі, встановлення зв’язків між структурними елементами та тими їх властивостями, що були відомі суб’єкту), відбувається конкретизація й відбір тих властивостей структурних одиниць задачі, які, на думку суб’єкта, сприятимуть успішному розв’язанню її. Ці властивості, закономірності, виникають із пам’яті усвідомлено і ні. 

У задачах на визначення невідомої величини відбирають потрібні формули, методи обчислення, з’ясовують існуючі дані для цього;  у задачах на доведення відбирають корисні властивості вихідного й шуканого об’єктів; у задачах на побудову добирають той ракурс структурного елемента, що, на думку автора, сприятиме наступній побудові. У задачах на дослідження відсів ”другорядних властивостей” значно менший, навпаки, розв’язуючі ще й ще раз намагаються виявити щось приховане в умові.

У результаті описаних дій настає впевненість, що дану задачу можна розв’язати, або, використавши певний прийом, що вже зустрічався (інтерполяція), або, звівши її до вже відомої математичної ситуації, різновидом якої є дана задача (екстраполяція), або застосувавши виниклу в процесі дослідження умови догадку. Тобто настає впевненість суб’єкта в розумінні задачі, що веде до висування гіпотез про її розв’язання. І лише у задачах на дослідження, за нашими спостереженнями, не настає повної впевненості в тому, що задача достатньо зрозуміла, але пошукова діяльність при цьому не припиняється. Вступає в силу суб’єктивне бажання спробувати подолати протиріччя на основі сформованої внутрішньої мотивації.

Як ми вже фіксували в п. 3.3, не всі студенти приступають до знаходження розв’язку і пошуковий процес може припинитися через незнання (когнітивна складова розуміння), невпевненість у своїх силах і не виявлення суб’єктом розв’язання проблеми (регулятивно-особистісна складова розуміння). 
Проаналізуємо більш детальніше другу  причину відмови від розв’язання: суб’єктивну невпевненість  у власних силах. За нашими спостереженнями, ця ситуація мала дві першопричини: “не люблю”, “не вмію”. Рис. 3.4  ілюструє отримані деякі кількісні співвідношення. 
На рисунку ряд 1 і ряд 2 відповідають першопричині “не люблю”. При чому ряд 1 – кількість відмов із цієї причини, що спостерігались відразу після ознайомлення з умовою задачі, а ряд 2 – у процесі розв’язання. Аналогічно ряд 3 і ряд 4 відповідають кількості відмов від пошуку розв’язку на основі “не вмію” (ряд 3 – після ознайомлення з умовою, ряд 4 – у процесі розв’язання).


[image: image21.wmf]Рисунок 3.4 - Частота відмови (в %) від пошукових дій 
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Очевидно, що суб’єктивне ставлення “не люблю”, значно більше у задачах на доведення і майже відсутнє у задачах всіх інших класів. Зіткнувшись із відмовою працювати над задачею через “не люблю” у задачах на побудову чи на дослідження (у задачах на обчислення воно не зафіксовано), після розмови із студентом, експериментатору вдавалось суттєво понизити їх негативне відношення до задачі. Але у задачах на доведення це вдавалось рідко, і, навіть, після нетривалого розв’язання кількість студентів, що так мотивували відмову від подальшого пошуку зростала. Така “перевага” для задач на доведення може бути,  на нашу думку, пояснена тим досвідом, який студенти набувають  під час навчання в середній і вищій школі. Власне саме досвідом, а не прагненням уникнути труднощів чи суб’єктивною невпевненістю у своїх математичних здібностях. Адже при розв’язанні задач на дослідження, що значно рідше практикуються в навчальному процесі і не є більш очевидними для розв’язуючих, не спостерігається такого суб’єктивного бар’єру. 

Припинення роботи над задачею на основі “не вмію” збільшується для всіх класів задач  після певної пошукової діяльності.  Тобто, зіткнувшись із труднощами задачної ситуації, певна кількість студентів втрачала впевненість у тому, що зуміє розв’язати задачу.

Продовжуючи аналіз процесу розуміння творчих математичних задач різних класів, детальніше зупинимось на змісті гіпотез, як індикаторі стану розуміння таких задач, бо, як вже зазначалось, за їх змістом можна визначити наскільки глибоко суб’єкт зрозумів умову задачі, вірно відніс її до певного класу задач. Тобто ми маємо справу не просто з гіпотезами, а з розумінням-прогнозуванням.

Такий стан справ ілюструє рис. 3.5. Висунені гіпотези в процесі розв’язання задач чотирьох класів, ми розділили на 3 групи: 1) гіпотези, пов’язані з методом розв’язання (ряд 1); 2) гіпотези, пов’язані із змістом шуканого розв’язку (ряд 2); 3) гіпотези “навмання” (ряд 3). За їх відсотковим вмістом склали діаграму.
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Пошук розв’язку у задачах на знаходження невідомої величини розпочинається на основі з’ясованої в основному умови. Вже виявлені структурні елементи, їх функціональний взаємозв’язок, значення символів і числових величин. Виявлено те, що необхідно визначити (правда, лише його загальний зміст), його основні властивості. Тепер необхідно знайти шлях визначення конкретного значення шуканої величини. Ця необхідність спрямовує подальшу пошукову діяльність. Загальна тенденція висування гіпотез у задачах на знаходження невідомої величини скеровується в одному напрямі: від того, що відомо, до того, що необхідно знайти, тому і розуміння таких задач поглиблюється в такому напрямі. Це можна проілюструвати на прикладі розв’язання задач на обчислення  з надлишковим складом умови. Деякі студенти не виявляли  “зайвої” інформації й обґрунтовували необхідність всіх даних. 

Для задач на знаходження невідомої величини студентам відомо багато алгоритмів розв’язання. Оскільки : “Зрозуміти - це знайти загальне в поодинокому і через це загальне пояснити поодиноке” [202, с. 273], то мисленнєвий процес розв’язуючих у першу чергу спрямовувався на те, щоб впізнати, хоч би частково, тип задачі або перетворити вихідні дані задачі до такого виду, що відповідає еталону, цим самим з’ясувати метод розв’язання. Часто саме ця ланка пошукової діяльності є найбільш творчою. 
В таких випадках, вплітаючись у процес розв’язання, відомі суб’єкту мисленнєві прийоми потребують  вірного використання, розуміння того, що саме цей, а не інший прийом правомірно використовувати в кожній ситуації. Відбір, застосування, поєднання цих прийомів є різновидом математичної творчості. Неправильний вибір наперед відомого суб’єкту мисленнєвого прийому часто веде до неправильного розуміння задачі: відбувається мисленнєве підлаштування умови під такий прийом, що спричинює невірне розуміння взаємозв’язку між елементами задачі, невірне тлумачення символьних і числових даних.

Яскравою ілюстрацією такої ситуації є процес розв’язання задач, що приводять до самообмеження (серія XX). Наприклад,  задача №1:  

Всім членам сім’ї 73 роки. Її склад: чоловік, дружина, донька, син. Чоловік старший від дружини на 3 роки, донька старша від сина на 2 роки. 4 роки назад всім разом було 58 років. Скільки років зараз кожному члену сім’ї?
Пошукова діяльність студентів у цьому випадку часто скеровувалась добре відомим їм прийомом складання системи рівнянь. Але розв’язок створеної системи рівнянь порушував логіку самого завдання, бо система була такою, що взагалі не має розв’язків. Студенти, продовжуючи розвивати ідею складання системи рівнянь, перепозначали різні величини змінними, описували різні частини задачної ситуації рівняннями. Такий напрям пошуку розв’язку гальмував глибше розуміння задачі, адже справа була в тому, що в певний момент часу, описаний у задачі, одного із членів родини ще не було (не народився). Тобто, неповне розуміння умови задачі спричинило неправильний відбір еталону, а тому привело до неправильного  переведення її змісту на мову математичних символів. Саме тому утворена за змістом математичної задачі система рівнянь якщо і давала розв’язок, то він суперечив  умові.

Реалізація висунутої гіпотези не завжди можлива (наприклад, можна зіткнутись з дуже громіздкими розрахунками), не завжди корисна (у тих випадках, коли не веде до знаходження шуканого об’єкта), не завжди приносить суб’єктивне задоволення знайденим розв’язком. В таких випадках, як вже зазначалось, вона (гіпотеза) замінюється іншою і розпочинається пошукова діяльність по реалізації іншої гіпотези. Все це сприяє поглибленню розуміння умови задачі на знаходження невідомої величини, розуміння того, в якому напрямку необхідно вести пошук, але не поглиблює розуміння змісту розв’язку, не дає глибшої інформації про нього. Хіба що в тих випадках, коли при попередньому вивченні умови було випущено з уваги ту чи іншу інформацію. Повне розуміння розв’язку в таких задачах настає після його отримання. Лише знайшовши шукане, можна зрозуміти наскільки воно відповідає умові задачі, наскільки воно є частинним або повним розв’язком. Тому переважна більшість гіпотез, при розв’язанні задач цього класу, стосується методу розв’язання (див. рис. 3.5).

При розв’язанні задач на доведення, після вивчення умови, суб’єкт в основному розуміє задачу: розуміє, що дано, що необхідно довести. Ці два протилежні полюси таких задач досить конкретно окреслюються ще до початку пошуку розв’язку, тому в подальшому мисленнєвий процес спрямовується на встановлення логічного ланцюга математичних тверджень  і їх наслідків.

Відразу відмітимо, що для розв’язання таких задач не існує чіткого алгоритму. Хіба що в тих випадках, коли мова йде про доведення рівності математичних об’єктів, наприклад,  А=В. В цих випадках, можна сказати, що є три шляхи: або  перетворити А до виду В, або перетворити В до виду А, або А  і В  перетворити до певного проміжного виду С. У випадках, коли необхідно довести, що з А слідує В, загальних порад як це зробити не існує. Саме тому, всі гіпотези, які висували студенти при розв’язанні задач на доведення, стосувались логічних зв’язків між структурними елементами задач. Частіше, ніж в інших випадках, перші гіпотези були висловлені навмання, відштовхувались від випадково взятого елемента з того, що дано або необхідно довести.

Велика питома вага серед перших гіпотез, “гіпотез навмання” ніяк не означає марнування часу і непродуктивної витрати інтелектуальних зусиль. Такі гіпотези сприяли глибшому розумінню задач, більш повнішому з’ясуванню значущості складових елементів задачі, більш вичерпному вивченню їх “можливостей”. У процесі розв’язання задач на доведення розуміння-прогнозування спочатку є більш значущим для з’ясування умови, а гіпотези про розв’язок (про побудову ланцюга взаємозв’язків між структурними елементами), при розв’язанні задач на доведення, виникають дещо пізніше ніж у задачах на знаходження невідомої величини чи на побудову. 

Частіше всього, прогнозування в таких задачах має два напрями: від того, що дано до того, що необхідно довести і навпаки. Такий хід міркувань сприяє глибшому розумінню обох “полюсів”. А саме: розумінню того, як можна використати те, що дано і розумінню того, що потрібно для доведення даного твердження. Тобто, мова йде про розуміння необхідних і достатніх умов для доведення.

Виникнення гіпотез продовжується до встановлення логічного ланцюга достовірних математичних тверджень від умови до вимоги (або навпаки) і припиняється після суб’єктивного переконання, що даний ланцюг достовірний і неперервний. Разом із цим настає розуміння того, який саме логічний ланцюг міркувань є розв’язком.

Гіпотези при розв’язанні задач на побудову мають два спрямування: 1) гіпотези про той математичний об’єкт, що необхідно збудувати; 2) гіпотези про шляхи побудови (див. рис. 3.5). Вони в значній мірі базуються на уяві. Експериментальні дані, отримані дослідниками процесу розуміння [190, 202, 292], підтверджують складний характер взаємовідношень між уявленнями і думкою в процесі розуміння. Уявні образи можуть виступати в ролі засобів розуміння, але їх адекватне утворення потребує певного рівня розуміння. Щоб зрозуміти ситуацію, необхідно її уявити, а щоб уявити -  треба її у певній мірі зрозуміти. Баланс між уявою й розумінням весь час змінюється в ході процесу розв’язання задач на побудову.

Частина задач на побудову за змістом є задачами про конструктивне об’єднання в цілий математичний об’єкт певних частин (наприклад, побудова тіла, обмеженого сферою й циліндром). В таких випадках, гіпотези базуються на уяві суб’єкта про ціле і супроводжуються ілюстраціями, що є першими наближеними розв’язками. Результатом таких гіпотез є ряд мікрозадач, зміст яких у з’ясуванні того, як проходить та чи інша лінія (наприклад, лінія перетину двох тіл чи двох поверхонь, чи двох фігур тощо). Пошук вірної лінії сприяє глибшому розумінню взаємозв’язку (швидше взаєморозміщення) між структурними елементами, властивості яких у значній мірі вже виявлені в процесі вивчення умови. Процес розуміння на цьому етапі спрямовується в основному на з’ясування змісту розв’язку. З кожною гіпотезою розуміння того, що є розв’язком, поглиблюється. 

Ряд задач на побудову мають чітко окреслений “будівельний матеріал” (відрізок, кут, дуга тощо), інструменти для побудови (циркуль, лінійка тощо) і результат ( побудувати трикутник, бісектрису кута тощо, який задовольняв би певні властивості). В таких випадках гіпотези стосуються процесу побудови, і, як у випадку задач на доведення, вони висуваються щодо ланцюга логічних “будівельних кроків” від умови до результату.

Існують стандартні задачі на побудову, розв’язання яких має свій алгоритм. Прикладом можуть бути задачі про поділ відрізка на 2 рівні частини, про побудову трикутника за трьома сторонами і т.п. Такі задачі можуть бути складовими елементами  при  виконанні більш складніших побудов. В результаті пошукової діяльності, на основі певного розуміння задачі на побудову, настає момент усвідомлення того, як і де можна використати відому побудову.

Просторовий компонент математичного мислення є активною складовою розуміння математичної інформації. Уявляючи той чи інший елемент майбутнього розв’язку, необхідно розуміти наскільки він є вичерпним, узагальнюючим, розуміти наскільки він охоплює всю задачну ситуацію. Адже конкретна ілюстрація не завжди охоплює загальну сутність того, що передбачає задачна ситуація.

Г.С.Костюк підкреслював: “Чуттєвий зміст процесу розуміння не вичерпується наочними даними” [202, с. 275]. Часто те, що зображено, не відповідає тому, що суб’єкт уявляє, бо йому не вдається зробити це через, наприклад, погані графічні навички. Ми фіксували неспівпадання між тим, що розумілось і тим, що зображалось. Як правило, такі випадки супроводжувались висловленнями на зразок: “Не вмію збудувати”,  “Знаю, що не так повинно бути, але не виходить показати на рисунку”. В цих випадках при розв’язанні задач на побудову гіпотези спрямовувались на досягнення ефективності зображення і не свідчили про поглиблення розуміння задачі як такої, а лише про розуміння того, як можна ефективніше подати розв’язок.

Взагалі про розуміння задач на побудову можна з впевненістю говорити, що воно базується на просторовій уяві і без неї неможливе. В тих випадках, коли студентам не вдавалось уявити математичну ситуацію, розуміння її не наставало.

Зауважимо, що для розв’язання творчих задач на дослідження не існує алгоритмів. Для суб’єкта такі задачі являють собою  невизначену математичну проблему. Ті завдання, що явно виступають з умови задачі (довести, обчислити і т.п.) не мають того значення, які мають у попередніх трьох класах. Наприклад, у математичних софізмах “довести” - не означає встановити ланцюг логічних тверджень, а відшукати нетотожні ланки в уже запропонованому ланцюгу логічних міркувань. “Побудувати” у серії евристичних задач не означає виконувати геометричні побудови на основі відомих складових елементів. В таких задачах необхідне розуміння не прямого, безпосереднього значення завдання, а його певну модифікацію, що пов’язана із змістом розв’язку.

При розв’язанні задач на дослідження, перші гіпотези про розв’язок частіше всього виникали на основі не зовсім зрозумілої умови. Студенти діяли під гаслом: “Спробую щось зробити, може ситуація стане зрозумілішою”. Прогнозування мало хаотичний характер і відносилось як до умови, так і до вимоги задачі. Це гіпотези “навколо задачі”, а не гіпотези, спрямовані на пошук розв’язку, вони часто стосувались методу розчленування задачі на дрібніші частини.

 Д.Пойя зауважував: “Корисно передбачити будь-яку характерну особливість результату, якого ми домагаємось. Коли у нас є деяке уявлення про кінцевий результат, ми краще знаємо, в якому напрямі слід працювати.” [325, с. 59] Саме це і спостерігається у випадку розв’язання задач на дослідження. Перші гіпотези за змістом - це пошук корисної ідеї через аналогію з відомими задачами. Успішне просування у розв’язанні, а отже і розумінні,   задач на дослідження перш за все відбувається за рахунок багаторазового переформулювання її завдання й постановки численних запитань до задачі. На основі цього мобілізуються нові засоби й методи її розв’язання. Спостерігається переформулювання не лише певної частини задачі, а всього її складу, включаючи взаємозв’язок вихідних даних, зміст завдання тощо. 
Нове завдання, яке при цьому виникає, часто випливає з попереднього, розвиваючи його. В результаті переформулювання умови задачі відбувається апробування висунутого завдання умовою. Від такої динаміки залежить успішність пошукового процесу. В цій ситуації ми частіше всього фіксували репліки на зразок: “Якщо б … , то …”. 

Ми вже підкреслювали, що розуміння математичної задачі на етапі формування гіпотези розв’язку - це в першу чергу з’ясування властивостей структурних елементів, їх функціональних зв’язків. Наголосимо, що при розв’язанні задач на дослідження, студенти висували гіпотези про найнесподіваніші властивості й зв’язки, які часто були нереальними з точки зору математики. Асоціації, які при цьому виникали, були не завжди математичними. Прикладом може бути наступна витримка із протоколу розв’язання задачі №1 серії ХХІ:

Який символ наступний?
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 “Це сумна історія про чоловіка (         ) і жінку (         ), між якими існувало кохання (           ). Одного разу чоловік  вчинив поганий вчинок (       ) і кохання перетворилось  у інше почуття (         ). Тому наступною повинна бути зображена ображена жінка (             або             ) .”
Але й такі різноманітні мисленнєві прийоми, такі, часто неоднорідні за змістом гіпотези, сприяли поглибленню розуміння задач на дослідження. І вже через певний час, після з’ясування основного  завдання, гіпотези ставали більш-менш однорідними, спрямованими на виконання виявленого завдання. В цьому випадку й гіпотези, і сформульоване завдання також були індикаторами розуміння задач на дослідження. 

Часто реалізація вибраного завдання вела до розуміння того, що воно невірне, і воно замінювалось, змінюючи напрям прогнозування, зміст гіпотез, а, отже, і  якість розуміння задачі. 
Таким чином, можна стверджувати, що у процесі розуміння математичних задач, когнітивний компонент виступає як основоположний у задачах кожного класу, а його операційний та особистісний компоненти набувають різних модифікацій, залежно від об’єкта оперування (число, символ, геометричний образ тощо) та класу задач.

Отримавши розв’язок (кінцевий чи проміжний), студенти перевіряють його умовою задачі. На цьому етапі можна оцінити і розуміння задачі як цілісної системи, і розуміння змісту розв’язку. Розв’язок повинен відповідати логіці завдання: не заперечувати числових і символьних співвідношень, задовольняти фізичний зміст (якщо в задачі йдеться про конкретну природну ситуацію, наприклад, про рух). Розуміння цього завершує розуміння розв’язку. 

Кожен проміжний розв’язок перевіряється і, якщо він дає суб’єктивно  позитивний результат, то оголошується кінцевим розв’язком (перевірка може також здійснюватися неякісно), якщо ж ні, пошуковий процес продовжується. Зупинимось більш детальніше на тому етапі перевірки, результатом якого є оголошення розв’язку.

Часто при розв’язанні математичних задач на знаходження невідомої величини студенти виконують такі операції, які розширюють множину розв’язків. За допомогою перевірки можна це з’ясувати й відкинути зайві значення невідомого. Багато математичних об’єктів, як то функції, алгебраїчні вирази, мають сенс при певних умовах. Перевірка сприяє визначенню цих умов. Отримавши розв’язок і з’ясувавши, що він порушує логіку завдання, суб’єкт виявляє для себе те, що певні значення  недопустимі для шуканого розв’язку. Це деколи можна з’ясувати, якщо глибше зрозуміти умову завдання (наприклад, встановити область визначення для шуканої величини), але якщо цього не сталося, то на етапі перевірки така прогалина в розумінні математичного завдання ліквідовується.

Перевірка задач на доведення стосується перевірки ланцюга математичних посилань, що використані при доведенні. Якщо віднайдено логічний ланцюг між тим, що дано і тим, що необхідно довести, умова задачі стає цілісною системою, всі структурні елементи якої тісно пов’язані логічними зв’язками, при цьому жоден елемент “не випадає”, не є випадковим, непотрібним. На передній план виходять ті властивості складових, які задіяні в процесі доведення. тобто розуміння в цьому випадку набуває форми розуміння-об’єднання і стає більш повнішим і глибшим.

При перевірці задач на побудову виявляються умови, при яких побудова неможлива або умови, при яких можливий інший варіант побудови. Це знову ж таки поглиблює розуміння самої задачі, розуміння змісту її розв’язку. Тобто, у випадках розв’язання задач на знаходження невідомої величини, на доведення, на побудову перевірка сприяє поглибленню стану розуміння таких задач, сформованого на попередніх етапах пошукової діяльності.

Коли суб’єкт, розв’язавши задачу на дослідження, здійснює її перевірку, вона часто приводить його не просто до глибшого розуміння, а до нового стану, нового рівня розуміння, нової його якості. Про це свідчать численні випадки, коли, знайшовши один розв’язок (об’єктивно вірний), при його перевірці у суб’єкта виникає гіпотеза про інший, суттєво відмінний від знайденого. При цьому, варто зауважити, що розв’язок, який знайдено першим, не відноситься до проміжних розв’язків. Інший, наступний, шукається не тому, що перший не задовольнив умову, а тому, що і він (другий розв’язок) також може задовольнити умову.

Отже, на етапі перевірки розв’язку, розуміння набуває форми розуміння-об’єднання. Всі структурні елементи тісно пов’язуються умовою й розв’язком. Проте стверджувати, що після перевірки розв’язку розуміння умови стає повним і вичерпним - не доводиться. В нашому експериментальному дослідженні не один раз зустрічались випадки, коли при поясненні експериментатору розв’язку, виявлялось неповне розуміння умови задачі, розв’язку задачі, методів розв’язання. Виявлялось, що деякі властивості поєднаних елементів були прийняті суб’єктом як само собою відомі, в той час, як вони потребували строгого математичного обґрунтування. Це стосувалось всіх класів задач. Тобто, розуміння-пояснення у творчих математичних задачах - важлива складова всього процесу розуміння, що мала місце при розв’язанні всіх класів творчих математичних задач.

З проведеного аналізу випливає, що розуміння творчих математичних задач, незалежно від їх класу, проходить впродовж всіх етапів їх розв’язання;  зміст розуміння задач будь-якого класу досягається завдяки повноцінному функціонуванню числового, символьного, просторового й логічного компонентів у математичному мисленні. Якісна відмінність розуміння студентами математичних задач різних класів спостерігається на рівні всіх його складових: когнітивного, операційного, регулятивно-особистісного; пов’язана з головною вимогою задачі і проявляється впродовж всього процесу розв’язання: від етапу вивчення умови до перевірки і пояснення розв’язку. Це виражається через актуалізацію й відбір знань, через зміст гіпотез, що при цьому висуваються. Розуміння творчих математичних задач досягається за допомогою мисленнєвих операцій впізнавання, прогнозування, об’єднання, що мають різну якісну характеристику розуміння у різних класів задач.  На якісну характеристику певного типу задач впливає наявність алгоритмів розв’язання близьких до розв’язуваних задач.

3.5 Інтуїція й розуміння творчих математичних задач
Аналізуючи процес розуміння творчих завдань, можна зробити висновок, що зрозуміти - це побачити, осмислити й передбачити. Тобто в психологічному механізмі розуміння велике місце займає процес прогнозування, екстраполяції очікуваних результатів діяльності. Вони в значній мірі базуються на інтуїції. 

Взаємодія свідомого й неусвідомленого, як взаємодія логіки й інтуїції у пізнанні, є класичною проблемою. Дослідники прийшли до висновку, що рушійною силою творчого мисленнєвого процесу є інтуїція – особлива здібність мислення до неусвідомлених згорнених висновків, які пізніше логічно, дискурсивно необхідно розгорнути. 

Основною відмінністю інтуїтивних мисленнєвих дій є те, що людина не може їх алгоритмізувати через їх прихованість у підсвідомості. Людина усвідомлює лише результати інтуїтивних мисленнєвих актів, тому в суспільному пізнанні інтуїція постає лише як безпосереднє знання, як подія, що вже відбулась. При цьому процес її настання не фіксується. Це змушує вивчати інтуїцію за результатами її дій, які характеризуються непередбачуваністю в часі, неусвідомлюваністю, раптовістю. Саме тому зустрічається точка зору дослідників на інтуїцію, як на процес, для оволодіння яким не потрібно ніяких спеціальних здібностей.

У філософській і психологічній літературі розвивається наукова позиція В.Ф.Асмуса, який обґрунтував існування інтуїції і намітив шляхи її аналізу [25]. Терміном “інтуїція” у психології позначають різні мисленнєві процеси, що присутні в різних мисленнєвих задачах: момент зв’язку несвідомого й свідомого в процесі відображення [296], якісний скачок у процесі відображення [296], складовий елемент творчої активізації [141], специфічний пізнавальний процес [175] та інші. Інтуїції приписуються ознаки випадковості, довільності [323], наочної регуляції [442], раптовості [45, 115, 423], стрибкоподібності [40, 45], наявність не лише мовних механізмів [394, 400].

По-різному пояснюється психологами поняття інтуїції: як завершення аналітико-синтетичної діяльності [202], через вплив побічного продукту діяльності, що існує у неусвідомленому досвіді [332],  як неусвідомлене застосування узагальнених дій [211], як підсвідомий аналіз [306], як прискорений синтез [291], як підсвідома обробка інформації [240], як проникнення в сутність [464] тощо. Не вдаючись у детальний аналіз різних позицій, узагальнюючи різні точки зору науковців на інтуїцію, можна виділити в інтелектуальній діяльності людини кілька принципово різних психологічних процесів, явищ, що означуються інтуїцією: інтуїція – це передчуття; інтуїція – це неусвідомлюване впізнавання на основі мнемічних процесів; інтуїція – це прискорене, згорнуте розв’язання задачі, що поширюється на всі процеси пошуку розв’язку.

Тобто, при розв’язанні творчих задач, інтуїція дає змогу зрозуміти певний аспект умови, висунути гіпотезу про шляхи розв’язання задачі, розв’язати задачу (висловити готовий розв’язок) [360, 362]. Саме тому В.О.Моляко виділяє три основні види інтуїтивного мислення: інтуїтивне розуміння, інтуїтивне виникнення задуму, інтуїтивне розв’язання [291, 292]. 

З точки зору сучасного американського математика  Куранта Р. - “Інтуїція - це невловимий життєвий елемент, який завжди активно присутній у творчій математиці і спонукає та спрямовує навіть найбільш абстрактні міркування” [219, с. 22]. Така позиція не поодинока серед математиків. Вони робили й роблять спроби проаналізувати феномен інтуїції. Зокрема Р.Декарт, Г.Лейбніц, К.Гаус, Д.Гільберт, К.Вейєрштрас, Д.Д.Мордухай-Болтовський, А.Пуанкаре, Н.Бурбакі, П.С.Александров, О.Ляпунов і ще багато інших, аналізуючи мисленнєвий процес математика, підкреслювали виключне значення неусвідомленого компонента у творчому математичному мисленні. Ними проведено багато досліджень та зроблено спроби систематизувати їх, але  цілісної картини інтуїтивних актів у математичному мисленні математиками не створено. 

Психологічні дослідження також переконують у тому, що мисленнєва діяльність реалізується як на рівні свідомості, так і  на неусвідомленому рівні і для неї характерним є  взаємодія цих рівнів. Тому багато психологічних досліджень творчого мисленнєвого процесу в тій чи іншій мірі спрямовані на вивчення інтуїтивних актів. Зокрема, Я.О.Пономарьов наголошував  ”Питання про психологічну природу інтуїції є питанням про механізм розв’язання задачі, яке не може бути прямо отримане шляхом логічного висновку” [334, с. 231].

Про співвідношення розуміння та інтуїції існує багато різних точок зору у науковців: від ототожнення їх аж до поляризації. З цього приводу Г.С.Костюк писав: “Всілякі ж твердження про те, ніби розуміння є якимось безпосереднім інтуїтивним проникненням у суть речей, надають цьому процесу якоїсь містичності, позбавляючи нас можливості втручатися в нього” [202, с. 268].  Г.С.Костюк, будучи піонером дослідження “інтуїтивного розуміння”,  не вважав його якимось особливим видом даного процесу, а лише моментом, що пояснюється згорнутістю мисленнєвого процесу.

Психологію в більшій мірі цікавлять властивості, причини виникнення, функціонування інтуїції у процесі розуміння. Наголосимо, що при аналізі психологічних аспектів інтуїції при розумінні нової інформації, дослідники виділяють такі основні її риси: вичерпне охоплення всіх елементів, їх взаємозв’язки, їх можливі трансформації, процеси переходу від одного функціонального значення, функціональної якості до інших; виявлення багатозначності структурних елементів та їх властивостей (навіть таких, що виходять за межі конкретної проблемної ситуації); миттєвість настання [123, 202, 211, 291, 323, 332, 359, 377, 437, 442, 464].

У зв’язку з цим, варто зауважити, що будь-які мисленнєві дії людина не може здійснювати, не опираючись на її власні знання, вміння, навички. Неможливо собі уявити, щоб особа змогла отримати який-небудь мисленнєвий результат про ті явища, про які в неї не існує достатнього рівня знань. Але, коли мова йде про інтуїтивні мисленнєві знахідки, необхідно мати на увазі, що будь-яка людина володіє ще й неявним знанням.

У мисленнєвому процесі неявне знання функціонує неусвідомлено, його не можна включити в доведення, хоч воно там незримо присутнє. Таке знання до певного моменту не помічається, але як тільки воно перетворюється в явне знання, його обґрунтування стає проблематичним. Принагідно зауважимо, що  усвідомлення неусвідомлених математичних знань і спроба їх обґрунтувати приводили до виникнення парадоксів у математиці. З’ясовано, що на етапі, який передує осяянню, неусвідомлені образи можуть трансформуватися в неявне знання, що в результаті осяяння може перейти в ранг явного знання [387].

Важливість неявного знання в математиці обумовлена високим рівнем абстрагування. Неявні знання необхідні для виконання будь-яких математичних дій, бо всі уміння й навички, що притаманні особі, базуються як на усвідомлених алгоритмізованих знаннях, так і на неявному знанні, що є за змістом особистим досвідом засвоєння математики. Неявні знання, як вже згадувалось, містять апріорні знання, але поряд із цим, вони включають у себе не раціоналізовані результати роботи математичної інтуїції. Такі “непроявлені”, неявні знання взаємопов’язуються на неусвідомленому рівні [327]. Тому неявне знання можна розглядати як матеріал для продукування гіпотез. “Адже неявне знання через комплекс неусвідомлених відчуттів прямо пов’язане з областю неусвідомленого і тому володіє значною евристичністю.” [387, с. 70]

У літературі часто розглядають один із проявів інтуїтивного мислення  - догадку. Механізм прояву розуміння як догадки може опиратись як на пам’ять, так і на мислення, тому може бути результатом раптового неусвідомленого впізнавання, чи прискореного синтезу конструктивних елементів [190, 291]. Зокрема, В.О.Моляко вважає, що розуміння-догадка настає внаслідок замикання ланцюга структурно-функціональних блоків та елементів певним суттєвим для суб’єкта елементом чи ознакою (“реле-ефект”). На думку цього дослідника, догадки можна класифікувати таким чином: 1) догадка, як результат пригадування; 2) догадка, як результат розуміння; 3) догадка, як результат інтерпретації; 4) догадка як результат антиципації. 

Ми ж будемо дотримуватися тієї точки зору, що процес розуміння - це розгорнутий, усвідомлюваний суб’єктом процес, що може включати догадку як інтуїтивний елемент, інтуїтивний продукт. Догадка - це свого роду мисленнєвий квант, який виникає у свідомості суб’єкта в процесі пошуку, спрямованому на розв’язання задачі. Її зміст обумовлений об’єктивно й суб’єктивно, але суб’єктивно неусвідомлений.

Інтуїтивне розуміння може проявлятися як розуміння умови в цілому або її частин; як розуміння завдання; як розуміння якості й змісту шуканого розв’язку. Вже на етапах перефразування задачі на “свою” мову й побудови ілюстрацій до задач з’являються ознаки інтуїції.

 Саме цим можна пояснити те, що ряд студентів при розв’язанні задач, які передбачають складання рівнянь, після першого ж прочитання, вводять невідому. Часто після введення невідомого студенти навіть не в змозі повторити повністю задачу. Тобто мова не може йти про повноцінний усвідомлений порівняльний процес запропонованої задачі із задачами  того типу, що допускають складання рівняння і відомі студентам. Мова не може йти і про вгадування навмання, бо прийняте рішення скласти рівняння є виправданим і часто єдиноможливим методом розв’язання конкретної задачі. Мова йде про інтуїтивне розуміння-впізнавання. Причому це супроводжується суб’єктивною переконаністю в правильності, бо вже наступний крок - це паралельне читання умови й складання рівняння (чи рівнянь).

Іншим прикладом може бути процес розв’язання задачі №6 із серії X:

В декартовій системі координат побудувати куб, що лежить між двома паралельними площинами.

Приступаючи до роботи, студент відразу спрямував осі координат так, щоб збудоване потім тіло було б добре видно, хоч в інших задачах, там, де йому доводилось будувати просторові тіла, орієнтація осей координат була іншою. На наше запитання: “Чому так зображено систему координат?”,  - ми отримали відповідь: “Так захотілось.” Таких прикладів виникнення догадки щодо розуміння частини умови можна навести багато, вони найчастіше зустрічались в дослідженні.

Очевидно, на основі цих прикладів, ми спостерігаємо якесь миттєве настання суб’єктивно неусвідомлених актів, що прямо пов’язані із процесом розуміння окремих частин задачі, тобто ми маємо справу з догадками. За змістом догадки - це психічні акти, які, на нашу думку, включають вихідні дані задачі, що певним чином переробляються й завершуються у зоні розв’язання задачі. Кожна догадка характеризується своєю зоною охоплення структурних елементів та їх взаємозв’язків, своїми методами обробки і своєю глибиною проникнення в сутність розв’язку. Хоч мова йде про інтуїтивні прояви, що фіксувались на етапі вивчення умови задачі, їх зміст  свідчить про те, що вони в певній мірі охоплюють і розуміння змісту задачі й розуміння змісту розв’язку.

 Спробуємо з’ясувати функції догадок у процесі розуміння умови задачі. Наведені вище приклади свідчать про те, що догадки сприяють уточненню умови. В ряді випадків догадки виконували функцію доповнення умови. Яскравою ілюстрацією є  процес розв’язання задач із несформульованим запитанням (серія XI). Ряд студентів розв’язували такі задачі, не зауважуючи, що вимога не сформульована, тобто, такі студенти шукали відповідь на запитання, якого не існувало в умові задачі, але існувало для конкретного студента. Таке запитання виникало неусвідомлено, бо навіть перечитуючи задачу для перевірки знайденого розв’язку, студенти не зауважували його відсутність. Зміст завдання, що виникав неусвідомлено, свідчить про його логічність щодо умови задачі.

Така ж процедура сприяє мисленнєвому заповненню складу задачі, якщо її умова подана не повністю (серія XII). Чітко не визначеному умовою об’єкту присвоюється одне з логічно можливих його значень, при цьому не зауважується, що існують інші значення. Не йдеться про  ті випадки, коли невизначеній умовою величині приписуються вибрані навмання властивості. В тих випадках, які ми аналізуємо, невизначеній величині приписується саме таке значення, що не порушує логіку задачі.

Знову, десь на певному мікроетапі процесу розуміння математичної задачі, пов’язаного з конкретизацією суб’єктивних знань, умінь і навичок, за допомогою впізнавання, інтуїтивно виникло доповнення змісту задачі, що гармонійно впліталося в розуміння задачі, при цьому така мисленнєва діяльність залишилась неусвідомленою.

Наведені приклади є свідченням того, що продукти інтуїції навіть на самих ранніх етапах пошукової діяльності включають у себе кінцеву мету. А якщо така відсутня, то вона навіть може інтуїтивно створюватися. Тобто, у процесі розуміння творчих математичних задач виникають такі догадки, що, сприяючи якості розуміння задач, у значній мірі зумовлюють подальший пошук розв’язку. Показовою є догадка розчленувати у рівнянні 
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, що приводить до швидкого розв’язку: x=3 (задача №1 серія VIII). Це дає змогу відійти від ототожнювання даного рівняння з квадратним рівнянням, а отже дає нове його   розуміння. Цей приклад, разом із тим, є ілюстрацією інтуїтивного встановлення нових функціональних можливостей формалізованих структурних елементів задачі (ще однієї функції догадок).

Розглянемо ще раз приклад, про який вже йшлось вище. Ми запропонували студентам задачі, що сформульовані так: “Складіть подібну математичну задачу”. Далі  певним чином подавалась закодована математична інформація (серія XVIII). Передбачалось, що студент з’ясує цю закономірність і утворить свою. Але для розуміння умови необхідно було з’ясувати термін “подібна задача”. Подібність має різне семантичне значення. В математиці воно чітко означується, але цього означення, як свідчить досвід, студенти не пам’ятають, та й до таких задач його не можна застосувати. Побутове значення цього поняття не чітке, суб’єктивне. Тобто, ми запропонували студентам математичну задачу з не математичним завданням. Цим завданням ми викликали інтуїтивне рішення того, що таке “подібна задача”. 

В цьому випадку студенти діяли двояко: одні вивчали логічну закономірність, що містилася в запропонованій інформації і відтворювали точно таку ж у своїй (подібній) задачі, інші - відразу вводили будь-яку залежність  між елементами. Зокрема, при розв’язанні задачі №3 цієї серії, передбачалось  знайти добуток виразів у кругах і занести у трикутник, а їх суму помістити у прямокутник. 
Та частина студентів, що зрозуміла своє завдання як ідентичну роботу, робила те ж саме, змінюючи об’єкти дії (алгебраїчні вирази, числа і т.п.). Інша частина студентів зашифровувала дії над різними математичними об’єктами іншим чином (не обов’язково через суму й добуток). При цьому вони навіть не обов’язково вміщували їх у трикутник, коло чи прямокутник, а вводили ромби, трапеції, фігури з будь-якими контурами. Для них “подібність”  - значить просто зашифрована дія. Тобто, ми спостерігаємо ще одну функцію інтуїції у процесі розуміння математичної задачі: трактування змісту завдання.

Наведені приклади є свідченням того, що інтуїція може порушувати асоціативні зв’язки, тим самим може здійснювати реконструювання даних задачі. Розуміння в цьому випадку - індикатор таких неусвідомлених процесів.

Що ж до механізму виникнення догадок у процесі розуміння умови творчої математичної задачі, то, на нашу думку, всі наведені раніше приклади є яскравим свідченням дослідженого В.О.Моляко [291, 292] інтуїтивного механізму впізнавання за аналогією. Адже за змістом ці догадки були подібні до тих, які мали місце в суб’єктивній мисленнєвій практиці розв’язуючих. 

На важливе значення аналогії для інтуїтивного мислення в математичній творчості вказував Д.Пойя [324, 325]. Він навіть розробив ряд практичних порад, що сприяли би виникненню інтуїтивних догадок при розв’язанні математичних задач. Зміст цих порад саме у відшуканні аналогів новій задачі із вже відомих суб’єкту задач або їх частин.

У творчих задачах часто зрозуміти - це знайти розв’язок, тому гіпотези щодо розв’язку, які виникають на основі інтуїції, стосуються аналізу нашого питання. В одній експериментальній ситуації (серія VI), ми пропонували студентам із 24 табличок, на яких зображені геометричні фігури: трикутники, ромби, квадрати й круги різних розмірів і різних заштрихувань,  швидко відібрати якусь групу фігур (ознака не вказувалась, а підбиралась довільно студентом). На наступному етапі експерименту студентам пропонувалась табличка з ромбом і повідомлялось, що це представник групи елементів, що називаються ”хок”, а завданням студентів є відібрати всі “хоки”.  Ми  фіксували такі випадки: на першому етапі деякі студенти. відразу відібрали всі круги, що так і пояснювали, а на другому етапі - відібрали всі ромби. Тобто вони інтуїтивно переносили умову задачі, яку самі для себе сформулювали в іншу ситуацію і, діючи за аналогією, що не вимагалась від них явно, миттєво знаходили розв’язок.

Така картина в цій експериментальній ситуації була нетиповою. Інші студенти, що вибирали однойменні фігури першого разу, при виборі “хоків” часто помилялися. Вони вибирали, то трикутник так само замальований, то коло тих самих розмірів, то не вибирали ромб меншого розміру.  Час роботи в другому випадку був значно більшим, тому, що студенти детально обмірковували всі кроки.

Інтуїтивне мислення (а саме на такому рівні, на нашу думку,  відбувається відбір елементів у пошуковій діяльності першої групи студентів) охопило відразу і кінцевий результат (будь-які ромби) і всі проміжні операції (порівнювання з іншими, подібними лише певною ознакою або повністю подібними фігурами), в той час, як розгорнене логічне міркування продукувало не завжди результативні гіпотези з точки зору розв’язку (правда, не завжди з точки зору розуміння завдання).

Інтуїтивні механізми аналогією не обмежуються. Ми часто спостерігали прискорений перебір інформаційно-логічних посилань, що на думку В.О.Моляко є другим способом виникнення догадок [291, 292]. Це можна проілюструвати прикладом. При обчисленні повторного інтеграла,  у студента виникає догадка замінити його обчислення обчисленням об’єму конкретної фігури, що суттєво змінює розуміння завдання: відпадає потреба у використанні прийомів інтегрування, з’являється потреба в обчисленні об’єму. Зауважимо, що така заміна була досить якісною для того інтеграла, що розглядався.

Проаналізуємо детальніше цей випадок. У студентів є набір  логічних прийомів, за допомогою яких можна обчислити запропонований інтеграл: знайти первісну внутрішнього інтеграла, підставити його межі інтегрування, знайти первісну зовнішнього інтеграла, підставити його межі інтегрування. Більшість із тих студентів, що розв’язували дану задачу, саме так і діяли, тим більше, що межі інтегрування вже були розставлені і задачна ситуація провокувала саме такий хід міркувань, а знаходження об’єму - це інший тип математичного завдання. Тобто ми маємо ілюстрацію того, що інтуїція, оперуючи незалежними ідеями, що не пов’язані між собою у формально-логічному розумінні, зближує й переплітає їх. Про механізм інтуїції у наведеному прикладі можна сказати, що в його основі лежить операція комбінування. 

Інший характер має виникнення догадки при розв’язанні вже згадуваної задачі про вік членів родини. Зміст догадки у цьому випадку полягає у тому, що на певному етапі існування родини, вона ще не була чотириосібною, один член родини ще не народився. 20 студентів  розв’язували цю задачу і лише у двох, після більш-менш тривалого пошуку, виникла ця догадка. Така догадка змінила в певній мірі сенс задачі, змінила  її розуміння. Щодо використаного механізму, то ми маємо ілюстрацію неусвідомленої реконструкції.

Отже, при вивченні умови задачі, може миттєво настати догадка певного змісту, що за формою завжди нагадує стрибок. Вона, як правило, безпосередньо стосується ряду структурних елементів і в певній мірі торкається розв’язку. Вміщуючи певні ознаки майбутнього розв’язку, вона веде до виникнення гіпотези, що також має стрибкоподібний характер. Саме так догадка, утворюючи стрибкоподібну інтуїтивну гіпотезу, веде до нестандартного творчого рішення.

Виходячи з цього, можна констатувати, що розуміння-прогнозування у творчих математичних задачах часто має також стрибкоподібний характер. А саме: у випадках, коли отримати результат через емпіричне пізнання не вдається, підключаються неусвідомлені інтуїтивні механізми, що зовні проявляються як у вигляді догадки, яка, проектуючись на процес розуміння, різко змінює його якість. 

Догадки виникають і після розв’язання задачі. Наприклад, при розв’язанні задачі за допомогою алгоритму, що вибраний інтуїтивно, остаточне розуміння задачі може настати після знаходження розв’язку, на основі догадки. При цьому розуміння може відразу набути форми розуміння-об’єднання, а догадка буде виконувати об’єднуючу функцію. Розрізнені елементи задачі раптом стають об’єднаними в певне новоутворення.

Інтуїтивні моменти розуміння задачі торкаються й етапу перевірки знайденого розв’язку. При аналізі отриманого результату часто виникає суб’єктивна впевненість у тому, що він вірний (або невірний). Ми часто зустрічались з висловами на зразок: “Я не знаю чому, але в отриманому результаті мене щось не влаштовує”,  “Я розумію, що це не вичерпна відповідь, а чому не знаю”. Детальна логічна перевірка таких результатів, як правило, приводить до виявлення прогалини. Виявлене суб’єктом невдоволення має неусвідомлений характер і його також можна віднести до проявів інтуїції.

Не менш цікавим, із точки зору виникнення інтуїтивних ідей, є розуміння-пояснення. Це перш за все тому, що саме на цьому етапі і виявляються ті мисленнєві кроки, що були не зафіксовані свідомістю, виникли для суб’єкта невідомо звідки. Цей процес ще й цікавий тим, що, намагаючись пояснити, студенти часто інтуїтивно продукували ідеї пояснення.

Тобто можна стверджувати, що інтуїтивне розуміння всієї задачі, або її частин, має місце на всіх етапах розв’язання задач, набуває форми розуміння-впізнавання, розуміння-прогнозування, розуміння-об’єднання й розуміння-пояснення. Основними механізмами його є дії за аналогією, комбінаторні й реконструктивні. 

У процесі дослідження ми отримали числові дані про кількість появи інтуїтивних компонентів у мисленні студентів, що розв’язували задачі різних класів. Кількісне співвідношення виникнення догадок на різних етапах розв’язання різних класів задач подано на рис. 3.6, де ряд 1 відповідає кількості догадок при вивченні умови, ряд 2 – при формуванні гіпотези, ряд 3 – при перевірці, ряд 4 – при поясненні. 
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Рисунок. 3.6 - Кількість випадків (у %) виникнення догадок на різних етапах розв’язання різних класів задач
У задачах на знаходження невідомої величини творчий потенціал найбільш розгортається на перших етапах роботи над задачею. Ці етапи вимагають більших інтелектуальних зусиль, що й відбувається на усвідомленому й неусвідомленому рівнях пошукової діяльності. Як наслідок, ми спостерігаємо виникнення більшої частини інтуїтивних проявів на етапі вивчення умови й формування гіпотези.

При розв’язанні задач  на визначення невідомої величини догадки в процесі розуміння найчастіше виникали стосовно частин задач, співвідношення їх структурних частин. Це відбувалось за рахунок зміни змісту частин цих задач (їх функціонального навантаження). Так часто конкретне числове значення, що зустрічалось у задачі, ставало вирішальним і сприяло конкретизації розуміння задачі, що було справедливим лише для цього конкретного числового значення. Групи символів, що мали місце у задачах “спресовувались” (цілі вирази функціонували як одне ціле), або розгортались (група виразів дробилась на частини). Таке часто спостерігалось при розв’язанні рівнянь. Це змінювало суб’єктивне розуміння вихідного завдання: рівняння перетворювалось в рівняння іншого типу, текстова задача набувала іншого змісту.

Задачі на доведення вимагають більшої творчої віддачі при побудові логічного ланцюга математичних тверджень від умови до вимоги, тобто на етапі формування гіпотези розв’язку. Тому ми спостерігаємо дещо іншу картину поєднання розуміння та інтуїції. Тепер інтуїтивні догадки стосуються або значення та функціонування окремих елементів, або задачі в цілому. Часто вони охоплюють і те, що дано і те, що необхідно довести загальною ідеєю, зміст якої в акценті на деякому елементі чи групі елементів, що раптом набувають несподіваної якості. Тобто відбувається переміщення уваги з одних структурних елементів на інші, з одних властивостей цих елементів на інші, що веде до іншої якості розуміння задачі.

У задачах на побудову творчість виявляється у вмінні створювати й виконувати логічний ланцюг побудов. Тому ми спостерігаємо збільшення кількості догадок на етапах формування й перевірки задуму. При розв’язанні задач на побудову інтуїтивними були моменти, пов’язані з додатковою побудовою. Часто виникали догадки про зміну взаємного розташування одного “будівельного” елемента відносно іншого. Це знову ж таки змінювало якість розуміння задачної ситуації.

Задачі на дослідження вміщують творчі елементи майже  на всіх етапах розв’язання, тому догадки при розв’язанні таких задач зустрічаються більш-менш рівномірно на всіх етапах. В таких задачах часто розуміння умови базувалось лише на догадці. Наприклад, у запропонованих нами задачах серії XXI необхідно було здогадатись про принцип залежності між елементами, із тим, щоб пізніше утворити такий елемент, що задовольняв би умову: вписувався у запропонований ряд математичних об’єктів. Тому зрозуміти задачу даної серії - це здогадатись про принцип залежності між елементами.

Можливо саме такий клас проблемних ситуацій сприяв формуванню думки про те, що розуміння тотожне інтуїції, про що застерігав Г.С.Костюк Однак навіть проведений вище аналіз, на нашу думку, вже спростовує це.

Таким чином, догадка веде до зміни якості розуміння задачної ситуації, причому стрибкоподібної його зміни. Догадки по відношенню до розуміння стосуються уточнення умови, гіпотез щодо шляху пошуку розв’язку, ідеї поєднання частин структурних елементів і наслідків такого поєднання, тобто розуміння умови, розуміння шляху розв’язання й розуміння самого розв’язку.

Отже, процес розуміння творчої математичної задачі містить інтуїтивний компонент, що проявляється в розумінні частин задачі, чи розумінні задачі в цілому;  зміст математичної інтуїції у процесі розуміння полягає в доповненні умови, в інтерпретації числових чи символьних елементів завдання, у з’ясуванні функціональних можливостей формалізованих структурних елементів, у трактуванні змісту завдання;  механізми інтуїтивних процесів у ході розуміння творчої математичної задачі мають характер впізнавання за аналогією або прискореної переробки інформаційно-логічних даних на основі комбінування чи реконструкції.

РОЗДІЛ 4. ФОРМУВАННЯ ГІПОТЕЗИ РОЗВ’ЯЗКУ 
ТВОРЧОЇ МАТЕМАТИЧНОЇ  ЗАДАЧІ

 Розділ присвячено вивченню процесу формування гіпотези розв’язку творчих математичних задач, який, на відміну від інших задач, часто проходить паралельно до процесу реалізації задуманого. Математичний матеріал – абстрактні аналоги реальної дійсності – сприяє функціонуванню таких пошукових дій, що одночасно спрямовані на пошук і реалізацію розв’язку.

На основі системного підходу дається аналіз місця і ролі когнітивних зусиль розв’язуючого, системотвірної ролі операційного компонента його мислення та регулюючої функції особистісної складової пошукового процесу, описані основні стратегічні прийоми, що забезпечують процес розв’язання творчих математичних задач.

Запропоновано процесуально-динамічну характеристику розв’язання таких задач. Проаналізовано характер процесу формування гіпотези розв’язку при розв’язанні задач різних класів (на знаходження невідомої величини, на доведення, на побудову, на дослідження),  при цьому акцентується увага на ролі кількісних ознак структурних елементів та їх зорових образів. З’ясовується зміст і місце неусвідомлюваних актів творчого математичного мислення.

4.1 Особливості формування гіпотези розв’язку 
в математиці

Загальним результатом першого етапу розв’язання – етапу вивчення умови задачі - є вичленення умов задачі під дією її вимог, бо саме вимоги визначають той аспект, по якому у вихідному матеріалі вичленюються релевантні сторони його структурних об’єктів. Тобто, настає така репрезентація задачі, при якій складові її умови стають однорідними, такими, що зіставляються. Це досягається через відволікання  від одного їх якісного змісту й акцентування уваги на іншому та переходу до знакового представлення. Дослідники мисленнєвого процесу пошуку розв’язку задач (С.Л.Рубінштейн, Я.О.Пономарьов, С.Г.Костюк, В.О.Моляко, Д.Б.Богоявленська,  та інші) наголошують на необхідності виділення таких релевантних ознак для успішного розв’язання задачі. Це сприяє створенню суб’єктивної моделі задачі. З цього приводу Д.Б.Богоявленська зауважує: “... сформована модель закріплює за елементами проблемної ситуації певні функціональні значення, які зберігаються поки дана модель не подолана” [50, c.38]. 

Такий стан справ приводить до того, що в пошуковий процес не включаються всі суб’єктивні знання, що існують і потрібні для розв’язання. Ми це також фіксували в проведеному нами дослідженні, що піддали аналізу в попередньому розділі. Але П.А.Шеварьов указував на те, що розв’язуючі часто вводять у систему зв’язків між структурними елементами додаткові умови, яких не існує в задачі (вони домислюються розв’язуючими) [436]. Тобто, суб’єктивна структурна модель задачі не є адекватною і тому обмежує розв’язуючого.

На думку Д.Б.Богоявленської частіше всього гіпотеза розв’язку задачі виникає в її моделі, що не зовсім адекватно умові. Тому вона не може повністю задовольнити вимогу і замінюється іншою. Так відбувається “вичерпування” змісту моделі задачі з подальшою заміною (у випадку невідповідності) іншою моделлю, яка, у свою чергу, продукує свою серію гіпотез.

В теорії мислення наступним після вивчення умови задачі вважається етап формування розв’язку, що розпочинається з висування гіпотези стосовно принципів розв’язання. Будучи одностайними щодо процесу формування розв’язку як процесу висування й перевірки  гіпотез, дослідники мисленнєвого процесу рідко вказують на механізми побудови гіпотез.

Так чи інакше, загально визнаним є той факт, що розуміння умови задачі,  є початковим моментом пошукової діяльності, спрямованої на її розв’язання. Від того, як забезпечується цей початок залежить подальший хід процесу розв’язання. Однак, центральним моментом у розв’язанні задачі є відшукання шляхів (методів, принципів) або основного способу її розв’язання. Їх ідея виникає у вигляді гіпотези, яка являє собою “... випереджуючий синтез або задум можливого розв’язання, що опирається на попередній аналіз умови задачі” [202, c 228].

Дослідники процесу розв’язання задач (Н.О.Менчинська, С.Л.Рубінштейн, Г.С.Костюк, Д.Пойя, О.М.Соколов та інші) підкреслюють, що відшуканню правильного шляху розв’язання допомагає досвід розв’язання інших, більш-менш близьких задач. Тобто, знаходження шляху розв’язання полегшується (навіть спрощується) у тих випадках, коли нову задачу можна підвести під певну категорію відомих задач і скористатися відомим способом розв’язання. У зв’язку з цим, Г.С.Костюк підкреслює, що труднощі у пошуку розв’язку виникають у розв’язуючих тоді, коли їм трапляються задачі, які істотно відрізняються від тих, із якими вони зустрічалися, бо в цих випадках актуалізація суб’єктивного досвіду не сприяє розв’язанню нової задачі, і навіть гальмує його [202].

У процесі розв’язання нової задачі суб’єкт спершу розкриває об’єктивні відношення між даним і шуканим. Для цього процес мислення переплітається з фантазуванням, що відбувається на основі взаємного переходу його чуттєвої (відчуття, сприймання) і раціональної (мислення) сторін. В.А.Роменець підкреслював: “Як відомо, у звичайному логічному міркуванні людина встановлює досить довгу низку опосередкувань, щоб мати суцільний ланцюг доказів. Але для виникнення самого процесу мислення людина повинна вже мати перед собою проблему, ідею, задум. І тут на допомогу приходить фантазія. Саме вона, ніби ігноруючи цей мисленнєвий ланцюг, дає можливість зіставляти віддалені речі – ланки цього ланцюга, повертати їх у різних площинах так, що між ними раптом появляється певна спорідненість” [356, с. 139]. 

Це в однаковій мірі стосується розв’язання творчих задач у мистецтві, техніці, науці. Фантазія як у науці, так і, наприклад, в художній літературі відтворює певну подію у формі відповідного образу чи ідеї. Але у першому випадку відбувається очищення події від буденного бачення, дається об’єктивний опис і її тлумачення, з’ясовуються існуючі закономірності, а в другому – показується одиничне явище на фоні відображення типових обставин, вчинків, характерів [230, 356].

З цього приводу Ф. Клейн писав: ”Ви можете часто почути від математиків, особливо від філософів, що математика займається виключно виведенням логічних наслідків із чітко заданих вихідних положень.  ... Зовсім інакше дивиться на справу всякий, хто сам продуктивно займається математикою. Насправді ті люди міркують винятково за тією викристалізуваною формою, у якій прийнято викладати готові математичні теорії, але дослідник працює у математиці, як і в будь-якій іншій науці, зовсім інакше: він істотно користується своєю фантазією і просувається вперед індуктивно, спираючись на евристичні допоміжні засоби“ [Цит. по 339, с. 62].

Розв’язання задачі опирається на суб’єктивний відбір певних елементів із тих, що існують і певних дій над ними. “Задум є деяке можливе перетворення наявної ситуації, встановлення деякої певної взаємодії” [399, c. 24].  Ця основна взаємодія може бути з’ясованою в результаті тих змін вихідної ситуації, в якій досягається результат – знаходиться розв’язок задачі. При цьому, як зауважує О.К.Тихомиров існує об’єктивна свобода вибору того, із чого можна будувати подальші мисленнєві кроки [399]. 

Усім видам творчості – технічній, художній, науковій – властиво будувати гіпотези і проводити мисленнєвий експеримент [16, 50, 86, 101, 353, 420]. Результати попередніх мисленнєвих актів (тих, що мали місце при вивченні умови) стають основою подальших мисленнєвих кроків, спрямованих на пошук розв’язку. Унаслідок цього продовжує переосмислюватися, переформульовуватися ситуація, що відображена умовою задачі. 

У процесі здійснення проміжних актів, задачна ситуація змінюється, кожен наступний крок доводиться виконувати в умовах, що відрізняються від попередніх. Одна і та ж задача стає для розв’язуючого іншою в міру того, як він просувається в її розв’язанні. Кінцева задачна ситуація (ситуація, що отримана після всіх перетворень вихідної ситуації для отримання розв’язку) характеризується мірою і конкретною формою участі будь-якого елемента в досягненні результату. Причому структурні елементи в кінцевій задачній ситуації все ще можуть мати не лише явні значення, але й неявні, приховані. 

При розв’язанні нової задачі гіпотеза розв’язку виступає як загальна схема, що визначає послідовність її розв’язання. Ця послідовність складається в ході самого розв’язання задачі і є внутрішнім планом дій, що дає змогу здійснювати послідовні мисленнєві перетворення об’єкта, зіставляти отримані результати з тим, що задано, контролювати процес мислення.

Для прикладу розглянемо аналіз формування гіпотези (гіпотези) розв’язку при розв’язанні технічних задач, що подає у своїх працях В.О.Моляко З точки зору цього автора, провідний образ, що трансформується в ідею розв’язання, на етапі зародження є нечітким і таким, що виникає з потоку асоціацій, образів, понять, викликаних змістом задачі. Але в процесі конкретизації, розвитку він з образу-поняття або зорового образу трансформується в образ-ідею. 
При цьому образ-поняття, чи первинний зоровий образ – це суб’єктивна форма первинного задуму технічної задачі, що носить відбиток конструкторської діяльності і є переосмисленням конструктором тих об’єктивних вимог, що висуваються задачею. Розвивається і наповнюється понятійним змістом образ-поняття за допомогою функціональних та структурних ознак і за допомогою домінуючих мисленнєвих тенденцій (діяти за аналогією, діяти всупереч аналогії, діяти комбінуючи, діяти, опираючись відразу на кілька цих принципів) [291, 292].

Формування гіпотез розв’язків задач із різних галузей науки мають свої відмінності, модифікації, що пов’язані з галуззю науки.

 Спектр математичних задач дуже широкий. Зміст прийомів, що застосовуються, дуже різний. На перший погляд, те, що об’єднує їх під спільною назвою “математичні задачі”, не дає впевненості в тому, що існує узагальнений механізм формування їх розв’язку. З іншої сторони, розчленування процесу пошуку розв’язку математичної задачі за домінуючими в кожній галузі математики пошуковими прийомами – не сприяло би створенню цілісної уяви про творчий пошуковий процес у математиці. Тому, аналізуючи розв’язання творчих математичних задач, наголосимо на тому спільному, що вони містять: наявність абстрактних формалізованих об’єктів, частину з яких необхідно визначити так, щоб задовільними інші математичні умови. 

Основна ж відмінність розв’язання творчих математичних завдань в паралельному існуванні двох тенденцій, двох основних напрямів пошуку: аксіоматичного й конструктивного (функціонального). Звичайно, вони не існують в чистому вигляді, бо нині суб’єкт розв’язання математичної задачі  в достатній мірі володіє обома методами, знання про які набував у процесі навчання на всіх його рівнях і має багатий досвід застосування кожного з них.

Нагадаємо, що за аксіоматичним  підходом суб’єкт розв’язання отримує результат за допомогою ланцюга посилань на аксіоми, теореми, означення, що йому відомі, і з яких він будує логічні наслідки. Пізніше до них додають інші аксіоми, теореми чи означення і дістають нові наслідки. Так створюється  логічний ланцюг  математичних тверджень,  в результаті чого суб’єкт дістає бажаний результат. Так, наприклад, доводяться теореми у шкільному курсі геометрії.

За конструктивним підходом будується певна математична конструкція: вираз, функція, що описує проблемну математичну ситуацію. Наприклад, вводять невідому величину, що позначає шукане, за її допомогою складають рівняння, що описує задачну ситуацію, розв’язують це рівняння (знаходять значення невідомої величини). Розв'язок рівняння є значенням шуканої величини, або її складової, інколи з певними застереженнями.

Доцільність застосування того, чи іншого напрямку пошуку ситуативна і залежить від типу задач і суб'єктивних чинників. Наприклад, при формуванні гіпотези розв’язку у задачах на спільну роботу, конструктивний метод значно спрощує пошукову діяльність. В інших випадках, складання алгебраїчного виразу досить громіздке, потребує знання різних фізичних формул і часто його застосування невиправдане. Наприклад, при розв’язанні задачі № 2 серії XX, про політ мух, за неконструктивним підходом, на основі аксіоми про існування єдиної площини, що проходить через три точки (три мухи - три точки), можна відразу стверджувати, що вони в будь-який момент часу розміщені в одній площині.

Зауважимо, що хоч описані процедури аксіоматичного й конструктивного пошукових процесів, на перший погляд, разюче відрізняються, але вони мають багато спільного. Головне, з психологічної точки зору, що їх об’єднує - це те,  що пошук розв’язку виконується під впливом асоціацій, образів, понять, які самовільно виникають у свідомості розв’язуючого; що в основі обох напрямків пошуку є процес висування й перевірки гіпотез про шляхи розв’язання. Адже процес розв’язання будь-якої творчої математичної задачі - це багатоступінчастий процес наближення до бажаного результату через трансформування виниклих образів, понять, через висування, перевірку й відбір різних ідей (гіпотез), прогнозів.

Мова йде про функціонування в мисленнєвому процесі суб’єкта найбільш привабливих образів, ідей, що стають основою гіпотези розв’язку (проміжного чи кінцевого). Спочатку вони є досить загальними, не дуже чіткими, але достатньо визначальними для вибору напряму пошуку розв’язку. Цей симбіоз суб’єктивно привабливих структурних об’єктів, математичних понять, ідей трансформування математичних об’єктів створює деяке поняття про майбутній розв’язок – образ-поняття, як його називає В.О.Моляко [2291].

При розв’язанні творчих математичних задач первинний розв’язок частіше виникає у вигляді поняття або зорового образу і дістає свого розвитку, своєї концентрації через прогнозування. Різниця прогнозування при розв’язанні задач на основі вказаних підходів  полягає в змісті гіпотез. В першому випадку - це гіпотези про структурні елементи, про їх функціонування та взаємозв’язок. У другому випадку - це гіпотези про те, яку величину доцільніше формалізувати у невідому шукану, як і який процес описати рівнянням. (Деколи задача потребує введення більше однієї невідомої величини, тоді доводиться складати систему рівнянь.) 

В обох напрямах будь-яка гіпотеза наближає розв’язок, формує суб’єктивне уявлення про нього. В одному випадку обстеженню через гіпотези піддаються структурні елементи задачі, вивчається продукт, що є результатом поєднання їх властивостей, впливу одного елемента на інший у контексті тієї математичної теорії, до якої належать задачі (алгебра, геометрія, математичний аналіз тощо). В іншому - гіпотеза об’єднує певні структурні елементи у функціональну залежність і, за її допомогою, також формує уявлення про взаємозв’язок структурних одиниць. 

Не відразу (з першої гіпотези) вдається скласти уявлення про шуканий розв’язок в обох випадках. Розв’язуючі поступово відбирають, конкретизують структурні елементи, їх властивості, функції, щоб все в більшій і більшій мірі виникле поняття розв’язку наблизити до умови й вимоги задачі. Саме нові гіпотези висувають на передній план інші елементи з іншими властивостями, іншими взаємозв’язками. В одному випадку будується інший логічний ланцюг властивостей та їх наслідків, в іншому - складається інше рівняння і т.д. При цьому, в аксіоматичному напрямі пошуку, часто акцент прогнозування зміщується на виявлення нових властивостей вибраного елемента, а у конструктивному - на методи розв’язання утвореного рівняння. 

Бажаний результат деколи досягається, коли у аксіоматичний метод вплітаються елементи конструктивного, як допоміжного методу (наприклад, значення величини певного проміжного елемента обчислюють за допомогою введення невідомої) і навпаки (утворене рівняння деколи спрощується на основі відомого означення чи певної властивості таких рівнянь). 

Усе це, на нашу думку, є свідченням того, що з точки зору означеної проблеми дослідження, є недоцільним  розрізнений підхід до аналізу формування розв’язку творчої математичної задачі, що базувався б на щойно описаних, напрямах пошуку розв’язку. Проведене нами дослідження формування гіпотези розв’язку в процесі розв’язання творчих математичних задач підтверджує, що якісна характеристика відмінностей пошукової діяльності більше пов’язана з класом задач (навіть типом задач) і суб’єктивними мисленнєвими тенденціями того, хто їх розв’язує, а не з описаними вище концепціями побудови математичних теорій.

Аналізуючи процес формування гіпотези розв’язку творчих математичних задач, ми, як і при вивченні процесу їх розуміння,  застосували системний підхід, умовно виділивши його когнітивний, операційний і особистісні компоненти. 

Проведене дослідження підтверджує, що успішність пошукових дій піддослідних залежить від рівня їх знань і попереднього досвіду (когнітивного компонента мислення). Так, як і в процесі розуміння, відсутність належного рівня знань унеможливлює відшукання правильного розв’язку творчої математичної задачі. 

У кожній математичній задачі зазвичай виділяють вимогу й умову, що визначає шляхи реалізації цієї вимоги. Під ідеєю, гіпотезою розв’язку задачі мають на увазі проміжні стратегічні і тактичні цілі, що не задані явно, але вимагають своєї постановки й розв’язання [291, 399]. Оскільки творча задача має своєю ознакою замасковані в початковій позиції орієнтири, що призводять суб’єкта до розв’язку, то його завдання при формуванні гіпотези розв’язку в першу чергу зводиться до відшукання таких орієнтирів. Звісно, що вони ґрунтуватимуться на властивостях і функціях структурних об’єктів [292, 369], що передбачає їх знання. 
Крім того, будь-який математичний об’єкт тим чи іншим чином пов’язаний з існуючими теоретичними фактами: теоремами, формулами, означеннями тощо. Чим у більшій мірі знання розв’язуючого суб’єкта обтяжені такою інформацією, тим легше йому орієнтуватись у просторі задачі і виявляти замаскований зв’язок між умовою й вимогою. Отже пошук розв’язку математичної задачі – це процес прокладання магістральної лінії через суб’єктивну систему математичних знань, яка прокладається від умови до вимоги, що разом із структурними елементами задачі ввійшли в неї. Дослідник історії математики Е.Белл зауважує: ”Математичні відкриття, малі чи великі ... ніколи не народжуються спонтанно. Вони завжди передбачають грунт, засіяний попередньо знаннями й добре підготовлений працею як свідомою, так і підсвідомою“ [35, с. 548].
Таким чином, на певному етапі розуміння умови задачі, коли складено деяку суб’єктивну уяву про її зміст, студенти продукують певні математичні образи поняття, що пов’язані із завданням  задачі. Вони виникають під впливом суб’єктивних математичних знань, досвіду, навичок і дають уяву про те, що потрібно зробити, але не вказують, як це зробити. Так виникає первинне поняття про розв’язок конкретної задачі. При розв’язанні математичних задач, це поняття може набувати або форми абстрактної ідеї, або зорового образу, або поєднувати і те, і друге (залежно від змісту задачі), але в усіх випадках воно є за змістом суб’єктивним баченням розв’язуючого об’єктивних вимог, що висуваються задачею й об’єктивних умов для забезпечення цих вимог.

 Варто підкреслити, що знання, якими послуговуються люди, у них існують як у явній, так і в неявній формі, тобто, існують такі знання, якими людина користується усвідомлено і такі, які вона використовує неусвідомлено. Для виконання творчих завдань значущим є обсяг знань обох рівнів. Альтернативи, які вибирає суб’єкт, у значній мірі пов’язані з тим, що він може пригадати в конкретній ситуації, на чому він акцентує свою увагу, чим він вміє користуватись, тобто, ці альтернативи обмежені об’ємом когнітивних зусиль. Поряд з цим активно функціонує неявне знання, яке обумовлене високим рівнем абстрагування, що властиве математиці і полягає в ототожнюванні певного явища дійсності з деяким математичним символом.

Суб’єктивна система математичних знань при формуванні гіпотези розв’язку творчих математичних задач, в першу чергу забезпечує активізацію  структурних елементів із їх властивостями, або існуючих у пам’яті розв’язуючого теоретичних фактів, що з ним пов’язані. Тому образ  майбутнього розв’язку формується або під дією структурних елементів, або під дією актуалізованих теоретичних фактів, що на певному етапі розв’язання стають суб'єктивно привабливими орієнтирами. В одних випадках пошук здійснюється навколо вибраного елемента, в інших - навколо вибраної теореми, формули, означення, закономірності. Це можна проілюструвати на прикладах дослідження студентами функції на монотонність у задачі №4 серії XV із неповним складом умови:  

Довести, що 
[image: image26.wmf]2

)

4

(

-

=

x

y

- зростаюча функція. 

Студенти, мисленнєва діяльність яких спрямована структурним елементом, мислили так: “Це - квадратна функція, вона має і проміжки зростання й проміжки спадання. Довести, що вона зростає – можна, наприклад, довівши, що не існує проміжків спадання. ...” Якщо ж пошуковою дією керує теоретична ознака, то ми отримаємо наступне міркування: “Якщо функція зростаюча, то, згідно означення зростаючої функції, для двох значень аргументу, для яких справедливо, що 
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. Візьмемо такі значення аргументу і перевіримо виконання умови монотонного зростання….”

Часто зустрічаються випадки, коли формування розв’язку здійснюється навколо елемента і пов’язаних із ним математичних тверджень, або навколо одного елемента і віддалених від нього тверджень - комбінований шлях. 

Ми вивчали кількісне співвідношення між структурним, теоретичним і комбінованим шляхами формування розв’язку творчих математичних задач. Проаналізувавши частоту появи так виділених мисленнєвих орієнтирів, ми дійшли висновку, що студенти віддають перевагу комбінованим методам. Звичайно, такий поділ досить умовний і отримана кількісна характеристика може лише свідчити про те, що при розв’язанні творчих математичних задач, структурні й теоретичні ознаки задач виступають для суб’єкта розв’язання в кожній задачі по-своєму, а основні орієнтири пошуку розв’язку визначаються в більшій мірі змістом задачі. Саме такі орієнтири сприяють зародженню перших ознак поняття розв’язку. Більш детальніший аналіз цих питань буде проведено дещо пізніше.

Математична задача включає в себе крім умови й вимоги ще й правила перетворення математичної ситуації – правила маніпулювання математичними об’єктами. Специфіка розв’язання математичних задач охоплює зміст таких правил. У процесі розуміння  розкривається зміст умови й вимоги, актуалізовуються знання про їх складові елементи.  Розкриття та актуалізація правил маніпулювання математичними об’єктами, відбувається, в основному, на етапі формування гіпотези розв’язку.

Правила перетворення в значній мірі регламентують дії суб’єкта, бо процес розв’язання нової задачі як пізнавальний процес, тісно пов’язаний з численними перетвореннями вихідної задачної ситуації. Ці перетворення в значній мірі скеровуються вже функціонуючим (хоч і не чітким) поняттям розв’язку і сприяють його розвиткові, деталізації.  Деколи вони подаються в тексті задачі: “Побудувати трикутник, що задовольняв би вказані умови, не користуючись циркулем”. Частіше в математичних завданнях  правила перетворення вважаються відомими. До таких належать, наприклад, правила рівносильності, слідування в процесі розв’язання рівнянь і нерівностей. 

Таким чином, процес формування розв’язку, базуючись на певному рівні математичних знань, є з однієї сторони процесом поетапного переформування та переосмислення таких знань, з іншої – процесом здобування нових знань. Тобто, в разі невідповідності суб’єктивної системи знань, суб’єкт при формуванні розв’язку, спрямовує свої розумові дії на детальніше вивчення умови задачі (її розуміння), на вивчення більшої кількості, іншої якості взаємозв’язків між структурними елементами задачі та існуючими теоретичними фактами, тобто на переосмислення актуалізованих математичних знань. В той же час, формування гіпотези розв’язку – це віднайдення, створення нового математичного факту, тобто утворення нового математичного знання, що займе своє місце у суб’єктивній системі знань розв’язуючого.

Особливо важливим у процесі формування гіпотези розв’язку творчих математичних задач є досвід.  Саме він у значній мірі висуває критерії значущості розпочатого процесу формування розв’язку. Д.Пойя підкреслював: “Напевно ми не зможемо уявити собі абсолютно нову задачу, не подібну і не пов’язану з жодною раніше розв’язаною, але якби така задача могла існувати, вона була б нерозв’язуваною. Дійсно, при розв’язанні задач нам завжди слід діставати уроки з раніше розв’язаних задач, використовувати їх результати, методи й досвід, набутий при їх розв’язанні” [326, с. 434].   

У запропонованому нами, в попередньому розділі, аналізі процесу розуміння наголошувалось, що на етапі вивчення умови задачі суб’єктом з’ясовується до якого класу, типу, виду задач вона відноситься. На основі цього, на перших етапах мисленнєвих дій, відбувається важливий акт процесу розуміння задачі - перекодування умови задачі на “свою” мову, що в значній мірі опирається також на той факт, чи знайома (хоч у певній мірі) суб’єктові дана задача. З’ясування цього факту є досить важливим  для пошуку розв’язку. Адже прийняття суб’єктивного рішення про те, що подібна задача вже йому зустрічалась (або ні) -  а саме це є змістом згаданого мікроетапу, на початку розв’язання – формує первинне поняття розв’язку задачі, тому істотно спрямовує пошукову діяльність.

Якщо спочатку в поле зору не потрапляє подібна задача, то поняття розв’язку виникає для самого розв’язуючого “не зрозуміло звідки” і воно може розвиватися в різних напрямках. Якщо ж така задача існує, то саме вона визначає і первинний зміст, первинне поняття розв’язку, і подальший напрям пошукових дій. Оскільки первинне поняття розв’язку потребує свого розвитку, то у випадку, коли задача хоч не в значній мірі відома, йде пошук задачі-аналога або адаптація відомої задачної ситуації до нової. Тобто, в таких випадках розв’язуючий отримує за допомогою власного досвіду психологічну підтримку для подальшої розробки вже функціонуючого (хоч ще досить невпевнено) поняття розв’язку.

Така ситуація досить показова для математичних задач, бо, як вже наголошувалось, в математиці існує багато задач, для яких відомі алгоритми їх розв’язання. Зауважимо, що поняття алгоритму історично виникло в математиці і є фундаментальним її поняттям, але воно  не тотожне поняттю алгоритму в психології. З точки зору математики алгоритм – це зведення процесу розв’язання задач до простих, максимально елементарних операцій. Кількість таких операцій ролі не грає. У психології, алгоритм – це задані наперед, відомі методи дій, які завжди приводять до отримання вірного результату, якщо їх точно виконувати.  

Проведено численні дослідження математичного мислення з акцентом саме на цьому аспекті математичного мислення. На основі таких досліджень розроблено методичні поради, що впроваджуються в навчальний процес. Творчий математичний процес також опирається на відомі суб’єктові алгоритми математичних дій.  Адже формальне мислення - не альтернатива творчості. Це прояв інтелекту, що має місце і при виконанні творчих завдань, а побачити у незнайомому знайоме, оригінально адаптувати незнайоме до знайомого – це вже творчі акти. Використання відомого алгоритму до творчої задачі (або її частини) сприяє когнітивній економії. 

Пошуковий процес, спрямований на розв’язання творчих завдань, поряд із застосуванням алгоритмічних дій, містить евристичні прийоми. Евристика – будь-яке емпіричне правило, що використовується для розв’язання проблеми. Тому евристику можна розглядати як таку, що сприяє зародженню первинного поняття розв’язку. Крім того, вона також служить наповненню змістом первинного поняття розв’язку, але у тих випадках, коли суб’єкт ще не зорієнтований на задачу-аналог. Воно не завжди дає вірну відповідь, але є досить корисним практичним засобом. Д.Пойя визначав евристику як “сприяючу відкриттю” [326,  с. 395].

Творча математична діяльність у багатьох випадках є поєднанням евристичних прийомів і алгоритмічних методів. Л.Л.Гурова підкреслює, що в мисленні людини не існує певної межі функціонування евристичних (будь-яких емпіричних правил), творчих процесів і використання алгоритмів (заданих наперед відомих методів дій), бо для суб’єкта не існує абсолютно невідомої задачі (інакше вона не буде для нього задачею), не існує абсолютно нової задачі, що не містила би елементів проблемної ситуації, пов’язаних із теоретичними знаннями і практичними навичками розв’язуючого задачу (бо інакше він її не зможе розв’язати) [118]. 
Співвідношення евристичних і неевристичних компонентів процесу розв’язання задач щоразу інше (різні задачі, різні суб’єкти) [30, 87, 101, 135, 171, 177, 186, 195, 260, 338, 407, 415, 450]. Численні поради, як розв’язувати математичні задачі, ґрунтуються на поєднанні евристичних і алгоритмічних дій [34, 63, 69, 83, 90, 91, 143, 225, 236, 243, 303, 378, 449]. Під таким кутом зору часто проводяться дослідження математичної творчості.

Отже, зародження первинного поняття розв’язку творчої математичної задачі може настати під впливом потоку асоціацій, наявних структурних і функціональних ознак математичних об’єктів, або за допомогою евристичних прийомів. Звісно, що все це є здобутком когнітивної компоненту мислення розв’язуючого. Виникаючи на початку розв’язання, поняття розв’язку потребує розвитку, конкретизації. 
Це відбувається не з будь-яким первинним поняттям. Розвиваються лише ті ідеї, зорові образи, що в значній мірі адекватні умові й вимозі задачі, тому в подальшому спостерігається свідомий відбір, співставлення за різними ознаками, мисленнєве експериментування над математичними об’єктами, різного роду прогнозування, що є основним змістом наступного компоненту творчого математичного мислення – операційного. Саме з його допомогою наповнюється змістом початкове поняття розв’язку, перетворюючись у провідну ідею пошукового процесу, що в подальшому продовжує конкретизовуватися.

Зупинимось на змісті мисленнєвих операцій у процесі формування гіпотези розв’язку творчої математичної задачі, що, як вже наголошувалось, зорієнтовані на структурні та функціональні ознаки математичних об’єктів і спрямовані на перетворення задачної ситуації шляхом різноманітних мисленнєвих маніпуляцій з математичними об’єктами.

А.Н’юел і Х.Саймон представляють структуру розв’язання будь-якої задачі у вигляді схеми, що має вихідне й кінцеве положення, а всі можливі шляхи розв’язання, що ведуть від вихідного до кінцевого положення (мети), утворюють простір задачі. Тому при розв’язанні будь-якої задачі людина вивчає цей простір, щоб відшукати найкращий шлях розв’язання. Окрім вихідного положення, мети й шляхів, що їх з’єднують, ще існують певні дані, що включають інформацію, необхідну для досягнення мети [480]. Такі дані можуть бути як у явній, так і в неявній формі. Завдання суб’єкта – встановити їх. Тому пошуковий процес у першу чергу опирається на аналіз і синтез. У психології аналіз і синтез – це складові психічного процесу, який відбувається на різних рівнях відображення дійсності в мозку людини. 

В реальній мисленнєвій діяльності аналіз і синтез пов’язані нерозривно. Особливо яскраво це проявляється в математиці при розв’язанні задач. Розв’язання будь-якої задачі розпочинається з аналізу її тексту. Пошук розв’язку – це встановлення співвідношення умови й вимоги, тобто синтез. Таким чином, аналіз – більш-менш повний реєстр об’єктів, їх властивостей і відношень, що фігурують у задачі, за допомогою розчленування (мисленнєвого і навіть практичного), виділення в них їх частин (перегляд властивостей, закономірностей), а синтез – це об’єднання виявлених розрізнених елементів  у ціле. Д.Пойя стверджував: “Аналіз є винайдення, синтез – виконання, аналіз – є складання плану, синтез – його здійснення” [325, с. 140]. 

Аналіз переходить в абстракцію, яка сприяє відокремленню істотного від неістотного для існуючої у суб’єкта ідеї розв’язання. З точки зору С.Л.Рубінштейна 
“... абстракція – це за сутністю теж специфічна форма аналізу, форма, яку аналіз набуває при переході до абстрактного мислення в поняттях. Аналітичний характер наукової абстракції полягає в тому, що вона виділяє суттєве, відволікаючись від несуттєвого. Вона аналізує і розчленовує те дифузне, ще не проаналізоване, ціле, в якому суттєве й несуттєве ще не розчленовані.” [359, с. 34] За допомогою абстракції відбувається поділ на загальне й поодиноке.

Математика оперує формалізованими об’єктами, реальний зміст яких прихований за символами, при цьому вона застосовує численні логічні посилання, що є загальними або такими, що мають місце лише для конкретної ситуації. Тому такий поділ дуже суттєвий для формування розв’язку. Відбувається мисленнєве ревізування наявних структурних елементів не лише за ситуативними властивостями (тобто тими, що вони мають у даний момент), але і тими, які будуть мати після трансформації, пов’язаної з тією чи іншою ідеєю розв’язку. Вирішується  наскільки наявні властивості є загальними, щоб функціонувати при перенесенні в нові умови [408].

Окрім того, вичленення поодинокого із загального дає можливість перевірити очікуваний результат, випробувати висунуту ідею в частинному випадку. Тим самим, може припинитись не результативний напрям пошуку або, навпаки, ствердитись віра в нього. Таку перевірку первинної ідеї “на марші” часто використовують у математичних задачах при прогнозуванні пошукових дій. Мова йде не про перевірку сформованої гіпотези розв’язку, а лише про перевірку проміжних результатів, догадок, у процесі його формування.

Операція узагальнення поодинокого часто суттєво корегує формування розв’язку. Слід наголосити, що узагальнення в процесі розв’язання нової задачі – це не виділення взагалі будь-яких загальних властивостей, а лише властивостей, суттєвих для конкретної задачної ситуації. 
В математичній практиці використовують два види узагальнення: 1) самостійне виділення й формування спільних суттєвих ознак на основі співставлення заданих об’єктів і 2) виділення наперед відомих спільних суттєвих ознак у заданих об’єктів на основі знань про їх зміст. В якості ілюстрації першого виду, наведемо  розв’язання задачі №1 серії XVII: 

Скількома способами можна розставити в чергу n осіб ?
 Цю задачу розв’язували студенти, які не були знайомі з елементами комбінаторики.  Отримані  кількісні показники наведені у таблиці 4.1.
Таблиця 4.1 - Кількісні показники процесу розв’язання задачі №1 серії XVIII
	Кількість осіб

Показник
	3
	4
	5
	n

	Середній час розв’язання

(у хв)
	2,75
	8,70
	1,60
	< 1

	Кількість розв'язків (у %), отриманих  за аналогією з попереднім результатом
	-
	25,0
	66,6
	94,4


 Ідея розв’язання полягала в переборі всіх можливих варіантів. Частіше всього (82,6% розв’язувань) пошукова діяльність розпочиналась зі спрощених варіантів задачі: задача почергово розв’язувалась при умові, що n=3, 4, 5 і т.д. Якщо  обрахунок проводився для трьох осіб, він не є громіздким (всього 6 варіантів) і виконувався всіма учасниками експериментальної ситуації за допомогою перебору можливих варіантів із середнім часом 2,75 хв. У випадку чотирьох осіб лише частина студентів зуміла використати попередній результат: 4(6=24. У наступному випадку (5 осіб) ще більша частина студентів скористалась попереднім результатом. Зауважимо, що при цьому середній час пошуку різко зменшився.

При цьому кількість варіантів деякі студенти обчислювали не просто як 5(24=120 (безпосередньо використавши попередній результат), а саме як: 5(4(3(2=120. Тобто ідея “перерахувати всі випадки певним чином” деталізувалась у ідею “перерахувати з використанням попереднього результату”, а пізніше, в ідею “перерахувати на основі встановленої закономірності”. Коли ж студенти переходили до розв’язання задачі з n особами, вони відразу використовували отриманий результат і обчислювали кількість варіантів, як n((n-1)((n-2)(((((((5(4(3(2(1=n! 

Поєднання частинного й узагальненого в мисленнєвому процесі, спрямованому на розв’язання математичної задачі, досліджував В.А.Крутецький Він дійшов висновку, що в учнів таке поєднання залежить від інтелектуальних здібностей і саме на цій основі успішно проводиться знаходження розв'язку.

Слід відзначити важливість порівняння у формуванні поняття розв’язку. Весь час, на основі порівняння,  йде вибір, яким елементом, якими його властивостями, якими наслідками з утвореної ситуації варто скористатись. Саме так відбувається реорганізація умови й задача стає більш конкретнішою. При розв’язанні задач суб’єкт намагається  вибрати найбільш результативний шлях, тобто він здійснює оцінку свого шляху розв’язання, застосовуючи порівняння. Таке порівняння торкається й основного шляху, яким є провідна ідея, і її реалізації. 

Підкреслимо, що з виділених нами компонентів процесу формування гіпотези розв’язку (когнітивного, операційного, особистісного), системотвірним чинником виступав операційний компонент, що об’єднує всі інші. Це стає очевидним, коли до аналізу формування розв’язку застосувати стратегіальний підхід.

Стратегія формально визначає процес складання плану прийняття рішень, процес перетворення первинного, нечіткого поняття розв’язку власне у розв’язок. Психологічно вона пов’язана з ланцюгом суб’єктивних актів: суб’єктивним вибором орієнтирів у задачі, суб’єктивним методом перетворення задачного простору, суб’єктивним вибором і  розподілом конкретних дій, що сприяють досягненню бажаного результату [190, 291, 292]. Стратегія, опираючись на знання, завжди індивідуально,  особистісно значуща.

Саме в такому сенсі варто використовувати стратегію для аналізу пошуку розв’язку будь-якого творчого завдання і математичного в тому числі. Адже, зіткнувшись із новою задачею, що потребує актуалізації розумового потенціалу,  суб’єкт,  не маючи можливості застосувати відомі йому алгоритми, методи розв’язання, виявляє свої потенції у виборі стратегії пошукових дій.

Стратегія охоплює всю структуру процесу розв’язання: розуміння умови, формування гіпотези розв’язку, перевірку розв’язку (від зародження первинного поняття про розв’язок до наповнення його понятійним змістом), бо як доведено численними дослідженнями [190, 292], всі такі дії суб’єкта спрямовані певною провідною мисленнєвою тенденцією в його інтелектуальній поведінці. Ця домінуюча тенденція і визначає стратегію як таку.

Розв’язуючи задачі, суб’єкт приймає різного роду рішення про розуміння умови задачі, про формування гіпотези розв’язку, про його адекватність, і ще багато інших, менш значущих. Ця система прийняття рішень входить у структуру стратегії, регулюючи процес розумової діяльності. Регулюючи пошуковий процес, спрямований на конкретну задачу, стратегія має свою “передісторію” – вона опирається на знання, уміння, здібності, установки розв’язуючого. Без цього вона не може розвиватися.

Зміст стратегії визначають  домінуючі дії. В нашому випадку,  це були дії, що ґрунтувались на аналогії, протиставленні, комбінуванні. Слід зауважити, що такі три мисленнєві тенденції (аналогізування, протиставлення й комбінування) у мисленнєвій діяльності студентів, що спрямовувались на пошук розв’язку математичних задач, часто проявлялись досить чітко, хоч зустрічались випадки, коли гіпотези базувалися на переплетенні цих тенденцій. 
Ми отримали експериментальне підтвердження того, що саме ці мисленнєві тенденції в основному спрямовують пошуковий процес будь-якої творчої математичної задачі (див. рис. 4.1) Для цього ми проаналізували процес формування гіпотези розв’язку у задачах І, ІІ, ІІІ, IV, V, VII, X, XI, XVIII, XX, XXI серій. Вибір для аналізу саме цих серій зумовлювався тим, що їх процес не передбачав будь-якого, явного чи завуальованого втручання в природний хід пошуку розв’язку і цей пошук був достатньо розгорнутим процесом, аби можна було  зробити висновок про особливості формування розв’язку. 


[image: image29.wmf]Рисунок 4.1- Частота появи (в %) різних мислительних тенденцій 
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 Аналізу було піддано процес розв’язання 66 задач (всього 1120 розв’язків). У ході експерименту фіксувались прояви кожної тенденції на різних рівнях пошукового процесу, починаючи з різних мікроетапів зародження й формування провідної ідеї й аж до будови цілої стратегії  розв’язання задачі по аналогії або контрасту чи шляхом комбінування.
На рис. 4.1 ряд 1 відповідає аналогізуванню, ряд 2 - реконструюванню, ряд 3 - комбінуванню, ряд 4 - змішаним методам пошуку розв’язку. Зауважимо, що для незначної кількості випадків (у межах одного відсотка) нам не вдалось визначити домінуючі мисленнєвої тенденції. На нашу думку, тенденція має місце тоді, коли ті чи інші мисленнєві прийоми переважають у пошуковому процесі. 

Мова йде не про “чисту” аналогію, чи реконструювання без будь-якого використання  інших прийомів. Мова йде про суб’єктивну перевагу у  використанні певного типу міркувань. Слід звернути увагу на значно частіше використання дій за аналогією в розв’язанні різних серій задач.
 Принагідно зауважимо, що відомий математик А.Пуанкаре вважав, що відкриття в математиці здійснюється за принципом аналогії [346]. Тобто, на певному етапі формування гіпотези розв’язку, в результаті порівняння умови чи вимоги задачі з існуючими в досвіді студента й актуалізованими в певний момент розв’язання еталонами, виникає гіпотеза використати певним чином відомий аналог. 
Майже 41% отриманих розв’язків в  експериментальному дослідженні були зроблені на основі аналогії. За відомим аналогом задача може переформульовуватися в цілому або її частина, за аналогом  можуть відшукуватись певні складові задачі тощо. Суб’єктивна готовність студента скористатись аналогією при розв’язанні   творчих математичних задач має своє пояснення. Як вже неодноразово наголошувалось, для багатьох задач у математиці існують алгоритми розв’язання. Будучи обізнаними з великою кількістю таких алгоритмів, студент відчуває психологічну прив’язаність до них.

Добре засвоєним алгоритмом дій є розв’язання задач на спільну роботу, спільний рух за допомогою складання рівнянь. Тому ми часто спостерігали на перших етапах пошуку, дії за аналогією до такого алгоритмічного прийому скрізь, де це тільки можливо, а не необхідно. Діючи за аналогією, студенти часто вводили невідому, складали рівняння і т.п., хоч такий метод пошуку не завжди був виправданий, раціональний і навіть не завжди результативний. 

Суб’єкт, що розв’язує математичну задачу, відчуває ще й певну функціональну залежність від звичного йому оперування тими чи іншими математичними об’єктами. Функціональна залежність – це один із видів трафаретного мислення. Прикладом його може бути мисленнєвий процес, що спрямований на розв’язання класичної  задачі про з’єднування чотирьох точок, розміщених у вершинах квадрата трьома  лініями, не відриваючи руки [399]. При її розв’язанні автоматично сприймається строге розміщення точок у формі квадрата й більшість людей, що її розв'язують, залишаються в межах цього уявного квадрата, прив’язуються до нього. В той час, як розв’язок можна легко знайти, коли продовжити лінії за  межі квадрата.

Звісно, що творча задача передбачає не безпосереднє використання алгоритмів. Вони використовуються після адаптації  до задачної ситуації. Відоме правило використовується як допоміжний інструмент досягнення мети. Саме про таке аналогізування йде мова, коли аналізується творчий пошуковий процес.

Як вже згадувалося, математика має свій метод добування істини, який ґрунтується на протиставленні і називається методом дії від супротивного, зміст якого полягає в припущенні протилежного до того, що необхідно довести. На таких діях ґрунтується стратегія реконструювання. На загал, вона використовувалась значно рідше за інші (у майже 9% розв’язків), однак звертає на себе увагу значне збільшення реконструктивних дій у задачах найбільш творчого характеру. 

Результатом порівняння часто є комбінування нового з уже відомих частин. Це також природний шлях для студента при пошуку розв’язку, який зустрічається майже у 23% розв’язків. Адже студенти вже достатньо адаптовані до комбінування різних розділів математики при розв’язанні різних математичних задач (і не лише математичних). 
Різні прийоми комбінування, як допоміжні методи розв’язання математичних задач, описує Д.Пойя. Ми також вже не один раз ілюстрували такий шлях формування гіпотези розв’язку (наприклад, використання результатів аналітичної геометрії у математичному аналізі при обчисленні означених інтегралів).

Решту результатів (майже 27%) в  експериментальному дослідженні було отримано на основі змішування вказаних прийомів: діючи за аналогією, допускалось комбінування структурних елементів, методів; комбінувались елементи всупереч відомому аналогу тощо. 

Детальніший аналіз зв’язку виявлених мисленнєвих тенденцій із класом задач буде проведено в наступному параграфі. Зауважимо, що, застосовуючи одні і ті ж стратегічні дії, людина, що розв’язує задачу, може використовувати різні тактичні прийоми. Проілюструємо це на прикладі розв’язання задачі №2, серії І двома студентами. 

Задача. Розв’язати рівняння відносно х:   
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Студент А: 
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І  крок: зводить ліву частину до спільного знаменника - 
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2 крок: переносить вираз правої частини в ліву і ще раз зводить до спільного знаменника –
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3 крок: групує елементи в чисельнику і відкидає знаменник -
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4 крок: згортає формулу і ділить на 2, перемістивши другий доданок вправо 
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5 крок: робить висновок –
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Студент У:

1 крок: домножує обидві частини рівності на вираз 
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2 крок: перемножує вирази –
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3 крок: групує елементи і скорочує на 2 –
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 далі міркування подібні, як у першому випадку.

Аналізуючи пошукову діяльність обох студентів, слід зауважити, що вони обидва діяли в межах стратегії комбінування, але, при цьому використовували різні тактичні прийоми. 

Пошукові математичні дії, що визначаються домінуючими мисленнєвими тенденціями розв’язуючих, визначаються і в значній мірі регламентуються зі сторони особистісного компоненту творчого мисленнєвого процесу. З’ясовано, що успішність розв’язання будь-якого нового для суб’єкта завдання залежить від його мотивів [9, 24, 232]. Визначаючи мотивацію як детермінацію поведінки взагалі, С.Л.Рубінштейн зауважував, що саме через свою мотивацію людина вплетена до контексту діяльності [360]. 

Будь-яка задача, що розв’язується, завжди викликає певне відношення суб’єкта до неї, оцінюється ним. В цьому проявляються особливості мотивації мислення. В нашому експериментальному дослідженні за інструкцією, що давалась перед роботою, не передбачалось заохочень, хоч багато учасників відразу це з’ясовували. Тому спонукальними мотивами на початку роботи були пізнавальні потреби. Спостерігається, що при розв’язанні задач пізнавальні мотиви набувають певного розвитку. А джерелом його стають виявлені невідповідності використаних дій до умови задачі; протиріччя між вихідними даними і тим, що шукається, між умовою й вимогою задачі тощо.

Одним із пізнавальних мотивів є інтерес. Розв’язуючі продовжують пошуковий процес до того часу, доки відчувають інтерес до задачі. Ми вже підкреслювали, що студенти технічного внз виявляли інтерес до творчих математичних задач на початку пошукової діяльності. Звісно, що такий інтерес корелює з математичними знаннями. Часто інтерес до задачі знижувався в процесі розв’язання після ряду спроб відшукати розв’язок, що спричинено рядом особистісних ознак пошукового процесу. Більш детальніше повернемось до цих питань у розділі VІ при аналізі індивідуальних особливостей творчого математичного процесу.

Активним атрибутом розв’язання математичних задач є калькулятор і комп’ютер. Ці “розумні машини” можуть виконувати багато функцій мислення людини. Не вдаючись у деталі того, як вони “мислять”, які механізми задіяні для отримання результату, зауважимо, що їх основне призначення допомагати людині виконувати різні мисленнєві операції, графічні дії, прискорювати результати пошукового мисленнєвого процесу.

Автоматизація мисленнєвих дій забезпечується як приладами індивідуального користування, так і цілими системами колективного користування. До першого належать калькулятори. Комп’ютери поєднують у собі здатність індивідуального користування  і колективного (якщо індивідуальні машини об’єднані в систему). Крім того, автоматизації мисленнєвих дій сприяють як розширення кількості користувачів, так і вдосконалення самих машин, їх програмного забезпечення. 

В літературі зустрічається аналіз діяльності математиків в умовах співпраці з ЕОМ. Автори таких досліджень наголошують, що вона  набуває рис індустріального виробництва, при цьому навіть змінюється зміст поняття “розв’язати задачу”, бо зі швидкодіючого обчислювального автомата ЕОМ перетворилась у могутній гнучкий інструмент будь-якої, в тому числі і математичної, діяльності людини [57, 159,  397, 402]. 

Дослідники мисленнєвої діяльності наголошують, що при застосуванні ЕОМ: 1) усувається стримуючий вплив трудомісткості великих розрахунків; 2) змінюється мотивація й спрямованість уваги; 3) змінюється якісна оцінка частини математичної діяльності – деяка її частина із творчої перетворюється у тривіальну, тобто частина часу дослідника вивільняється для роботи більш високого рівня. 

 Застосування чисельних методів на основі ЕОМ відразу суттєво розширило клас математичних задач, що допускають вичерпний аналіз. Тепер вже дослідникові при побудові математичної моделі будь-якого об'єкта не потрібно прагнути до спрощень, що були необхідними раніше при бажанні отримати відповідь у явному вигляді. Його увага перш за все повинна бути спрямована на те, щоб правильно врахувати всі найбільш суттєві особливості досліджуваного об'єкта і відобразити їх у математичній моделі. Теоретичне підґрунтя під автоматизацією пошукових дій створюють такі дисципліни, як кібернетика, інформатика, прикладна математика тощо, що в значному обсязі вивчаються в середній школі, у внз. Учасники нашого експериментального дослідження були потенційними користувачами калькулятора й ЕОМ.

Ми не ставили собі спеціального завдання дослідити зміни у творчому математичному процесі при застосуванні вказаних засобів. Однак деякий їх вплив на процес розв’язання ми фіксували в процесі дослідження. Аналізуючи пошуковий математичний процес нинішніх студентів – молодих людей, культура мислення яких формувалась під впливом досвіду використання калькулятора й комп’ютера – слід відзначити, в першу чергу, значущість калькулятора для виконання обчислювальних операцій. Студенти часто відмовлялися виконувати обчислювальні дії з числами без їх використання. В той час, як при наявності калькулятора, вони проводили численні перевірки виниклих ідей, догадок стосовно алгебраїчних виразів за допомогою чисел. Тобто самі вводили допоміжні обчислювальні дії, не вважаючи їх виконання обтяжливим. 
Більш того, студенти прагнули застосовувати цей обчислювальний прилад навіть у тих випадках, коли розрахунки можна провести усно. При цьому зафіксовано значне зниження вмінь і навичок виконувати такі обчислювальні дії без застосування обчислювальної техніки. Недивлячись на те, що значна частина навчального часу в середній школі затрачувалась на вироблення навичок виконувати дії над числами (наприклад, звичайними дробами), вони не стали домінуючими, їх витіснили навички обчислювання за допомогою калькулятора.

Однак, у зв’язку з цим не можна стверджувати, що одна із традиційно математичних операцій – обчислення – в наш час змінює свій зміст: вона перестає виконуватись безпосередньо розв’язуючим, бо до цього все активніше долучається калькулятор. Адже істинним змістом математичних обчислень є з’ясування того, в якій послідовності і які арифметичні (і не лише арифметичні) дії потрібно виконувати. І лише після того, як це з’ясовано, виконується додавання, множення, добування кореня і т.п. 
Іншими словами, калькулятор виступає в ролі активного помічника в процесі виконання математичних обчислювальних операцій. Це той помічник, що виконує рутинну роботу, звільняючи тим самим розв’язуючого від громіздкої, нецікавої частини в пошуковому процесі.  Це відбувається на фоні повної психологічної довіри до результатів, що отримані за допомогою калькулятора, більш того, відчувається навіть психологічна залежність від нього при виконанні обчислювальних операцій з числами. Тобто, когнітивна складова математичного мислення розширюється знаннями про калькулятор, вміннями й навичками користуватися ним.

Що стосується ЕОМ, то тут ситуація не настільки однозначна. По-перше, у значній мірі відрізняються навички студентів як користувачів комп’ютера - це в першу чергу диференціює їх особистісне ставлення до ЕОМ. Ми спостерігали виявлення психологічної готовності (або неготовності) до їх потенційного застосування, що проявлялося у репліках, співбесіді. Можна навіть скласти перелік тих функцій, які б студенти передали комп’ютерові при розв’язанні творчих математичних задач: швидкодіюче обчислення (щоб зменшити трудомісткість математичних дій); математичне моделювання (щоб замінити дослідження комбінаторного типу для відшукання емпіричних закономірностей); чисельні методи розв’язання математичних задач (щоб замінити традиційний метод пошуку розв’язку наближеним обчисленням).

Оскільки розв’язуючі не мали “під рукою” комп’ютера, ми не фіксували їх мисленнєвих дій в умові співпраці з ним. Зауважимо ще й те, що коли студенти розв’язували задачі поза експериментальною аудиторією, то ми також жодного разу не зафіксували використання ними ЕОМ для отримання розв’язку. Це є доказом того, що, хоч знання про комп’ютер, його можливості, методи застосування і відомі студентам (вони набувають їх у процесі навчання у середній та вищій школах), однак ці знання ще не стали їх власним знаряддям мисленнєвих дій, їх активним помічником, як це спостерігається з калькулятором. Тобто, знання про ЕОМ, здобуті навички їх використання, не включено до операційного компоненту математичного мислення. Назагал, питання що пов’язані з математичним мисленням людини в умовах використання ЕОМ є достатньо актуальними і потребують окремого дослідження.

Отже, можна стверджувати, що суб’єктивні знання, досвід розв’язуючого є тим невід’ємним фоном, на основі якого розгортається процес формування гіпотези розв’язку творчих математичних задач, бо саме це сприяє виділенню орієнтирів, які формують первинне поняття розв’язку. При цьому суттєво впливають на пошукові дії існуючі в математиці алгоритми розв’язання деяких типів задач. 
Мисленнєві операції, що задіяні в процесі пошуку розв’язку, підпорядковані суб’єктивним мисленнєвим тенденціям до пошуку аналогів, до реконструювання, до комбінування чи до їх поєднання. Вони орієнтовані на структурні елементи та теоретичні факти, що слідують з умови задач, забезпечують розвиток первинного поняття розв’язку, його конкретизацію. 

4.2 Процесуально-динамічний зміст 

проектування розв’язку творчих математичних задач

Процес розв’язання будь-яких задач, в тому числі і математичних, є складним процесом. Жоден його опис не може вичерпати багатогранності всіх аспектів цього процесу, тому такий опис завжди є схематичним і спрощеним. Ми поставили собі завдання скласти процесуально-динамічну характеристику формування гіпотези розв’язку творчих математичних задач.

Дослідженню процесу мислення в ході розв’язання творчих задач присвячено ряд праць гештальтпсихологів [80, 366]. Згідно їх точки зору  процес розв’язання творчих задач – це процес перетворення початкової ситуації, за допомогою якого змінюється вихідне бачення задачі таким чином, що сприяє її розв'язанню. Відбувається переструктурування задачі, що веде до глибшого аналізу і як результат – вичленення певної сутнісної структури ("гештальту"), яка знімає проблемність запропонованої задачі.

Зокрема, М.Вертгеймер, який досліджував процес розв’язання математичних (геометричних) задач, описує процес переходу від початкової ситуації до кінцевої через усвідомлення неминучої її зміни. Його схема продуктивного розв’язання задачі включає: 1) сприймання фігури, в умовах якої розв'язується задача; 2) зіставлення отриманого уявлення з фігурою й перебудова нової фігури; 3) сприймання складових фігури, їх відношень; 4) розв’язання задачі. Зміст розв’язання задачі, при цьому, автор вбачає в переконструюванні ситуації (зокрема, рисунка), яке відбувається на основі невдоволення суб'єкта розв’язання початковою ситуацією, що не задовольняє вимоги задачі. Тобто, за позицією М.Вертгеймера, задачна ситуація підштовхує суб'єкта до пошуку інших підходів [80].

Висновок про те, що вірний розв’язок залежить від реорганізації сприймання, заслуговує уваги дослідників. Але цей дослідник не проводить аналіз, як саме суб'єкт приходить до усвідомлення необхідності переосмислити ситуацію, які саме мисленнєві процеси домінують у переосмисленні. Автор, переносячи на мислення структурні закони сприймання, зводить процес розв’язання задачі до акту безпосереднього "бачення" проблемної ситуації, що має місце в тій чи іншій математичній задачі. 

У схемі пошуку розв’язку, запропонованої Д.Пойя, виділяються дві основні фази у формуванні задуму: індуктивна й доказова. Перша логічно передує другій і зміст її полягає у відборі, узагальненні й перевірці подібного. Тобто, діяльність суб’єкта, що розв’язує математичну задачу, описується як відшукання аналогів до нової задачі, емпіричного переконання в достовірності цього і, на цій основі, адаптування аналога до нового завдання або адаптування нового завдання до аналога. 
Без сумніву, що такий хід думок є результативним при розв’язанні математичної проблеми. І якщо ще згадати, що в математиці існує багато алгоритмів для розв’язання певного типу завдань, то такий підхід є досить корисним. Але ж, як зауважує сам автор, те, що отримано індуктивним шляхом, потребує доведення. Як воно проходить? Зрештою, як відбувається пошук аналога до конкретної математичної ситуації (тим більше при розв’язанні нестандартної задачі)? На що в першу чергу орієнтується суб’єкт при знаходженні аналога?  Які механізми приймають у цьому участь? 

Окрім того, аналіз творчої діяльності свідчить, що результат часто досягається всупереч відомому мисленнєвому прийому, на основі так званого інверсійного мислення, про яке говорив А.Ф.Есаулов, досліджуючи мислення в технічній творчості [443, 444]. З цієї точки зору, схема формування розв’язку, запропонована Д.Пойя, не є вичерпною.

 Цікавим, на нашу думку, є висновок А.В.Крутецького про два шляхи пошуку розв’язку творчих математичних задач: 1) шлях поступового узагальнення через варіацію частинних випадків; 2) шлях без співставлення, на основі одного випадку вироблення алгоритму розв’язання задач даного типу. Але і в цьому випадку автор не  дає розгорненої характеристики механізмів процесу формування розв’язку [211].

На поставлені запитання можна знайти відповідь за допомогою концепції творчої діяльності, запропонованої Я.О.Пономарьовим [331, 332, 333, 334]. 
Згідно його точки зору  існує два класи творчих задач: 1) задачі, що можуть бути розв'язані засобами планомірного використання суб'єктом усвідомлених методів і прийомів і 2) задачі, розв’язання яких, опосередковується неусвідомленими спочатку знахідками. При цьому, хоч задачі першого класу можуть бути розв’язані відомими і планомірно використаними суб’єктом методами, але в ході їх використання відбувається зміна домінуючих рівнів, що є характерною ознакою творчих задач. Діапазон таких домінуючих рівнів, які беруть участь у розв’язанні даного класу задач, не виходить за межі усвідомленого. 

Задачі другого класу містять  більш глибокі протиріччя і їх розв’язання обов’язково опосередковується неусвідомленими спочатку знахідками. Цим задачам також притаманна зміна домінуючих рівнів у ході розв’язання. Саме для задач першого класу характерним є  аналіз умови, пошук розв’язку за допомогою попередньо розроблених засобів, що приводить дану творчу задачу у нетворчу, а розв’язок наступає після і на основі повного усвідомлення й адекватного розуміння умови задачі. Таких задач стосуються ідеї алгоритмізації творчої діяльності.

Тобто розв’язання задач першого класу йде шляхом свідомого цілеспрямованого розкодування умови, а отримані при цьому знання включаються у суб’єктивну систему знань розв’язуючого. В разі роботи над задачею другого класу, розв’язок отримується інтуїтивним шляхом, і лише після цього формується логічна будова розв’язку. Знання, отримані при розв’язанні, в цьому випадку можна описати як стрибкоподібні. Але, якщо акцентувати увагу на  щойно описаних двох моделях творчого пошукового процесу, то виникає питання наскільки однозначно вони залежать від  задачі, тобто, чи існує і яка в цьому роль суб’єктивних ознак мисленнєвого процесу розв’язуючого.

Ми спостерігали, що коли ще навіть не виникає суб’єктивне переконання в тому, що задача зрозуміла, пошукова діяльність частіше всього  спрямовується серією запитань, які виникають у студента і скеровуються головним завданням задачі (якщо воно існує в явній формі) або самостійно сформульованим завданням після вивчення умови. 
Такі запитання сприяють вичлененню провідних логічних компонентів, які С.І.Шапіро називає “логічними координатами” [433]. До таких компонентів перш за все належать деякі структурні елементи, частина їх властивостей та ряд теоретичних фактів, що певною мірою стосуються задачі. Вони можуть виникати як результат планомірного мисленнєвого обстеження складових задачі, так і як результат неусвідомленої суб’єктом переваги одних елементів над іншими. Адже, в мисленні суб'єкта, що розв'язує творчі математичні задачі, існують готові логічні форми, що утворені минулим досвідом. Це різноманітні математичні поняття, алгоритмічні структури. Зміст процесу вичленення логічних компонентів полягає у акцентуванні на одних елементах (перетворює їх в орієнтири) і “випаданні” із мисленнєвого процесу деяких інших елементів задачі.  “Логічні координати” є свідченням появи й функціонування первинного поняття розв’язку, вони служать основою для виникнення гіпотез, спрямованих на деталізацію, конкретизацію цього первинного поняття.

Під дією основного та виниклих додаткових запитань, математичні  поняття, математичні образи, асоціації набувають певного змісту, значення. Поняття за допомогою пам’яті розгортаються у структурні одиниці з певними властивостями. З формальних “точок” з умови задачі, вони перетворюються в “об’ємні тіла” із своїми рисами, властивостями. І, навпаки, ряд окремих структурних елементів за допомогою різних математичних алгоритмів "згортаються", "склеюються" в один цілісний елемент, що набуває своїх власних властивостей. При цьому втрачають актуальність властивості, що притаманні складовим частинам.

Виникають образи тих складових елементів задачі, які прийнято в математиці зображати геометричними фігурами, графіками (трикутник, квадратна парабола тощо) і не тільки (виникають, наприклад, образи формул). Тут саме виникає ряд асоціацій. Часто найголовніша - це асоціація даної задачі з уже відомими суб’єкту задачами. Це також може досягатися планомірними, логічно вивіреними мисленнєвими кроками, або одномоментно, за допомогою догадки. 

Усе це, взаємодіючи, продовжує переформулювання задачі на "свою" мову (“…задача подібна до…”,  “…задача на складання рівняння” тощо), в результаті чого виникає первинне поняття про розв’язок, що породжує гіпотезу для його реалізації. Мова йде про домінуючу гіпотезу, бо при її виборі існує ще ряд інших, часто досить віддалених від задачної ситуації, або дуже конкретизованих, що є істинними лише для певної частини задачі, при певних значеннях символів, їх взаємодії. Така гіпотеза часто стосується подолання того суб’єктивно значущого місця у задачі, що створює головну перешкоду для розв’язання, є “міцним горішком” задачі, подолавши який, відкриється можливість знайти її розв’язок. Надалі пошуковий процес буде скеровуватися цією гіпотезою (провідною ідеєю), перетворюючи її у розв’язок.  
Саме так виникає, наприклад, ідея скористатись конкретною відомою задачею для розв’язання нової. Тобто, виникле первинне поняття розв’язку творчої математичної задачі спочатку є нечітким і містить численні пробіли. Деякі з них заповнюються в процесі переосмислення задачі, в процесі поглиблення її розуміння, а деякі потребують спеціальних мисленнєвих дій. До таких дій належить створення провідної ідеї, що виникає й функціонує для формування розв’язку.

Виникаючи, провідна ідея також не є чіткою і конкретною. Вона потребує розвитку, деталізації, але це вже ідея, що визначається стратегією пошуку, що наповнює змістом вже функціонуюче поняття майбутнього розв’язку. Така ідея спричинює подальше видозмінення структурних елементів. До уваги беруться ті їх властивості, що сприяють її розвитку, реалізації задуманого. Якщо мова йде про ідею застосування відомого результату, то йде адаптація умови до такого вигляду, щоб можна було провести задумане застосування. Якщо ідея не стосується відомого методу, то наявні структурні елементи об’єднуються цією ідеєю, мисленнєво будується загальна картина, що відповідає задачній ситуації.

Така двоякість змісту провідної ідеї перш за все обумовлена змістом математичної діяльності. Наявність алгоритмів розв’язання для багатьох математичних проблем, досвід оперування ними формує такий тип мислення, що  може опиратися відразу на два можливі варіанти. Вибір варіанта пов’язаний у певній мірі з типом задач. Якщо задача передбачала можливість використання минулого досвіду, то саме це і робили в першу чергу студенти. 
Сучасні студенти добре знайомий з конструктивним методом розв’язання. Уже з початкової школи вони опановують його і тому у них досить сформований саме такого змісту алгоритм розв’язання. Відійти від такого методу студентів зобов’язувала неможливість реалізувати відомий алгоритм або додаткова вимога. (Як то в серії VIII вимога знайти інший розв’язок.) 

Відмінності провідної ідеї полягають ще й у тому, що існують різні суб’єктивні мисленнєві стилі пошуку розв’язку (див. Розділ VI). Часто головний її зміст виникає як результат планомірного з’ясування змісту структурних елементів і свідомого зведення нової задачі до суб’єктивно відомих. В інших випадках -  провідна ідея виникає як догадка і тоді дослідження структурних елементів проводиться для реалізації догадки. Трапляються випадки, що провідна ідея довго не може бути сформована, тоді паралельно розробляється кілька напрямів пошуку розв’язку, що ґрунтується на нечіткому первинному понятті про розв’язок (часто на кількох поняттях). Суб’єктивну перевагу обирати той чи інший шлях формування гіпотези розв’язку буде проаналізовано у розділі VІ.

Суб’єкт під дією провідної ідеї наповнює змістом функціонуюче не чітке первинне поняття розв’язку. В результаті застосування різних мисленнєвих прийомів висунута ідея конкретизується. Тепер мисленнєвий процес спрямовується на дослідження провідної ідеї. Ми спостерігаємо ряд мікрогіпотез (цілі пучки мікрогіпотез), що дають змогу детальніше обстежити проблемну ситуацію, але всі вони так чи інакше переломлюються через зміст провідної ідеї. Такі гіпотези у свою чергу конкретизовують умову завдання, але прямо не сприяють суб’єктивному переформулюванню змісту задачі, отже іншій якості первинного поняття розв’язку. Ця інша якість може настати із зміною провідної ідеї, причому часто стрибкоподібно.

Слід зауважити, що в багатьох випадках ми спостерігали одночасне функціонування кількох провідних ідей. Причини цього часто полягали  у рівні знань, стані розуміння задачної ситуації та суб’єктивній мисленнєвій стратегії. Взагалі, після виникнення кількох провідних ідей, як правило, слідувала відмова від решти в користь однієї. Однак, спостерігались випадки, коли розв’язуючі одночасно, свідомо розробляли декілька гіпотез і саме завдяки цьому їх первинні поняття розв’язку стікались до одного, що і був кінцевим розв’язком поставленої математичної задачі.

Таким чином,  в результаті вивчення умови, виникає ряд образів, асоціацій, прогнозів. У пошуковому процесі деякі з них набувають ролі орієнтирів, які спричинюють виникнення різноманітних гіпотез. Вони спочатку мають досить розсіяний характер і, стосуючись задачі, часто бувають прямо протилежними між собою за властивостями. Під дією основного завдання, основного питання задачі відбувається певна мисленнєва апроксимація таких мисленнєвих продуктів:  досить віддалені відкидаються, близькі між собою “розвертаються” – виникає первинне поняття розв’язку, що сприяє утворенню деякого напряму міркувань, аж до утворення основного напряму (деколи їх утворюється кілька), що і визначає провідну ідею даного етапу розв’язання (або кілька ідей). Подальша пошукова діяльність підпорядковується  провідній ідеї. Процеси асоціювання, прогнозування продовжують мати місце, але в межах провідної ідеї вони сприяють наповненню її змістом, тобто конкретизації первинного поняття розв’язку. Цю схему подано на рис. 4.2. 
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Рисунок 4.2 - Схема формування гіпотези розв’язку

творчої математичної задачі

Через певний час, на основі мисленнєвих операцій, провідна ідея наповнюється деталями, різними функціональними взаємозв’язками. На цьому самому етапі частіше всього з кількох ідей відбирається одна. У процесі розв’язання ряду математичних задач виникають зорові образи. Виникають вони і на етапі формування гіпотези.  В основному такі образи пов’язані з уявленням структурних елементів конкретної задачної ситуації. Часто зорові образи відіграють допоміжну роль, але не тільки. 

Зоровий образ математичного об'єкта не є константою, що виникає за певних умов, він має здатність розвиватися в ході мисленнєвого процесу. У вигляді образу може виникнути й функціонувати шуканий розв’язок. Виниклий образ розв’язку розвивається, деталізується, наповнюється змістом, цим самим виділяється суттєве з тексту завдання і конкретизує його. Така конкретизація відбувається за допомогою підключення змісту структурних понять, за рахунок співвідношення між умовою й вимогою. Тобто, через доповнення, за рахунок саморозвитку, початковий зоровий образ трансформується у поняття шуканого розв’язку.  

У нашому дослідженні ми використали задачі, що спонукали виникнення зорових образів і на їх основі здійснювався пошук розв’язку (серія X). В якості прикладу, розглянемо задачу №5,  завдання якої було побудувати графіки функцій (не конкретизовано яких функцій), які б розміщувалися між вказаними асимптотами і задовольняли різні додаткові умови. За результатами розв’язання ми склали таблицю 4.2.
Так поставлена задача провокувала виникнення в уяві студентів перед її розв’язанням певного зорового образу потрібного графіка, як первинного поняття розв’язку, що потім трансформувався би у повноцінний розв’язок. Перш за все, звернемо увагу на те, що при побудові графіка, в першому випадку, коли не існує ніяких додаткових вимог для нього, студенти частіше помилялись, у них була гірша результативність. Зміст помилок свідчить про “незрілість” отриманого результату: студенти зображали лінії, що суперечили визначенню функції, не дотримувалися властивостей асимптот, не заповнювали всю область визначення. 
Таблиця 4.2 - Кількісні показники розв’язання задачі №5 серії X
	Результат

Додаткова умова
	Кількість 
(у %) правильних розв’язків
	Кількість помилок (у %), пов’язаних з означенням:

	
	
	функції
	області визначення
	асимптот

	Будь-яка функція
	18,0
	31,8
	36,4
	36,4

	Зростаюча функція
	31,8
	4,5
	18,0
	22,7

	Знакододатня функція
	31,8
	13,6
	27,3
	18,2

	Парна (непарна) функція
	40,9
	0,0
	22,7
	9,1


Як видно з таблиці, якісні й кількісні показники тих самих студентів покращувались, коли виникала додаткова вимога. Така вимога спричинювала наповнення уявного образу додатковим змістом,  спрямувала пошукові дії на усвідомлення сутності шуканого образу. 
Під дією цього в хід вступають інші частини умови, що спочатку навіть не фіксувались. Тобто, нечітко визначена, аморфна умова задачі, привела до утворення такого ж образу. Коли ж умова конкретніша, то й образ стає чіткішим, достовірнішим. 

Генезис зорового образу, при формуванні розв’язку, ідентичний до генезису поняття розв’язку, у випадку, коли він шукається у вигляді ідеї. Виникаючи асоціативно, в загальних рисах, з-поміж інших, менш яскравіших, і суб’єктивно привабливіших образів, за допомогою мисленнєвих операцій, він наповнюється змістом, деталізується, видозмінюється і "матеріалізується“ певним графічним, топологічним, схематичним зображенням. Такий розвиток зорового образу часто  спостерігається при розв’язанні деяких задач на побудову, на доведення властивостей просторових фігур, коли завдання полягає в конструюванні тіла з наперед відомих складових.

Отже,  формально ми знову зустрілись із двома шляхами формування гіпотези розв’язку: 1) на основі абстрактного поняття; 2) на основі зорового образу. Однак, при детальнішому вивченні обох шляхів, ми дійшли висновку, що вони мають спільні мисленнєві механізми утворення й функціонування. Тобто є сенс говорити про виникнення й функціонування поняття розв’язку в пошуковому математичному процесі, що за певних обставин може набувати форми зорового образу.

Було б невірним стверджувати, що уявні образи завжди позитивно сприяють вирішенню математичної проблеми. Деколи вони перешкоджають цьому, як і не будь-яка провідна ідея приводить до розв’язку. Наприклад, при розв’язанні задачі 2.4 серії XIII, в якій вимагалось оцінити справедливість  твердження: “ Будь-який перпендикуляр коротший за похилу”, ми отримали 27% стверджувальних відповідей. В якості аргументу, такі студенти на малюнках зображали перпендикуляр і похилу, що виходять з однієї точки, і підключали теорему Піфагора. (У такому випадку дійсно твердження справедливе, але ж воно не містить такої умови.) На провокаційне зауваження експериментатора: “Мало що ви намалюєте”, -  студенти експериментували з підручним матеріалом, демонстрували приклади, що були в аудиторії. Усі запропоновані ними ілюстрації мали спільне: і “похилі” і  “перпендикуляри” виходили з однієї точки. Змінити ситуацію вдавалось тільки контрприкладом. Тобто виниклий під дією ілюстрацій зоровий образ задачної ситуації, набувши розвитку (емпіричного, теоретичного - теорема Піфагора), привів до невірного розв’язку математичної задачі.

Отже, наочність  інформації відіграє важливу роль у розв’язанні математичних проблем. Початковий зоровий образ може бути пов’язаний з малюнком, що пропонується разом із текстом задачі. В цьому випадку малюнок стає основою образу, який також у подальшому може трансформуватися, видозмінюватися. Наприклад, коли при розв’язанні щойно згадуваної задачі (пропонувалось оцінити твердження), вона ще й супроводжувалась рисунком (див. Дод. А), було отримано майже 55% стверджувальних відповідей (що, як вже пояснювалось, невірно) і в якості аргументу - посилання на рисунок.

Наочність – це часто використовувана евристика. Цей аспект досліджується науковцями. Зокрема, американські вчені Д.Канеман і А.Тверскі, досліджуючи процеси прийняття рішення в різних проблемних ситуаціях, навіть ввели поняття "евристика наочності". Вони дійшли висновку, що стереотипи в мисленні можуть з'являтись тому, що людині властиво використовувати ту інформацію, що є більш наочною [470]. 

Таким чином, орієнтири, відібрані за структурним, теоретичним чи комбінованим шляхом, після певної мисленнєвої обробки і на основі суб’єктивних мисленнєвих тенденцій, формують провідну ідею, що за змістом є методом деталізації виниклого первинного поняття розв’язку. З ледь помітної переваги пошуку в конкретному напрямку вона перетворюється у суб’єктивне переконання результативності такого напряму пошуку. 
Таке переконання настає на основі детальної апробації відповідності обраного шляху умові задачі, тобто з’ясовується чи не порушує обраний шлях логіку задачної ситуації, чи існує достатньо умов для його реалізації. Апробація завершується разом із виділенням конкретної ланки в умові задачі, із якої розпочинається будова логічного ланцюга, що приводить до конкретного розв’язку. Д.Пойя описує цей етап як складання плану для розв’язку. При цьому автор приділяє велику увагу використанню відомих задач, методів, прийомів [325].

На цьому етапі ще раз, детальніше, вивчаються структурні елементи, їх функції. Будуються “логічні відрізки” - поєднання кількох елементів, кількох властивостей відомими суб’єкту зв’язками, залежностями, що є ситуативно значущими для даної задачі. Гіпотеза розв’язку нагадує пунктирну лінію, ланки якої є щойно створеними “логічними відрізками”. Подальший пошук сприяє з’єднуванню дрібних ланок у більші аж до створення суцільної лінії - лінії логічних міркувань, що розпочинається з умови і завершується розв’язком.     

Дослідженням встановлено, що всі ці дії за змістом є пошуком або необхідних елементів із конкретними властивостями, або необхідних теоретичних фактів із необхідними наслідками для певної задачної ситуації. Ці дії залишаються під контролем провідної ідеї і служать для конкретизації й деталізації поняття розв’язку задачі. Такі дії залежать від суб’єктивних мисленнєвих тенденцій і суб’єктивна значущість їх різна для різних тактичних прийомів. 
При умові, що вдається успішно скласти такий логічний ланцюг, настає суб’єктивне відчуття, що гіпотеза сформована. Якщо ж ні, пошукова робота може повернутися до будь-якого описаного вище мікроетапу: до виділення інших орієнтирів у задачі; до формування іншої провідної ідеї; до наповнення ідеї іншим змістом; до складання іншого логічного ланцюга.

Якщо суб’єктові стає зрозуміло, що минулого досвіду не досить для розв’язання математичної проблеми через реалізацію сформованої ідеї, він намагається її видозмінити, або взагалі замінити іншою, попередньо з’ясувавши чого саме не вистачає серед актуалізованих знань, вмінь, навичок. 

Приступаючи до формування іншої провідної ідеї, він намагається обійти виниклі раніше протиріччя з його досвідом. При цьому, якщо ситуація веде до висування іншої провідної ідеї, вона  формується на основі чергового переформулювання задачі на “свою мову”, тому і на основі іншого первинного поняття розв’язку. 

Суб’єкт успішно просувається у розв’язанні задачі перш за все за рахунок багатократного переформулювання цілей і питань до задачі, на основі яких досягається можливість мобілізувати нові засоби й методи її розв’язання. Переформулюванню підлягає весь склад задачі: вихідні дані, додаткові запитання, вимоги. Звісно, кожне переформулювання базується на новому за якістю розумінні самої задачі. При кожному переформулюванні задачі змінюється набір виділених вихідних елементів, змінюється поле пошуку – “логічні координати”, характер мисленнєвих зусиль.

Деколи суцільна лінія логічних міркувань дуже звивиста, містить ділянки, по яких проходить рух в іншу сторону, або “робить петлю”. Тому ми часто спостерігали подальший пошук, що спрямований на “вирівнювання” її, відкидання “логічних петель”. Мова не йде про перевірку розв’язку, хоч такі саме дії часто мають місце на етапі перевірки. В даному випадку ми акцентуємо увагу на тих ситуаціях, що зустрічались в нашому дослідженні, коли збудовано логічний ланцюг і на фоні суб’єктивної впевненості в правильності  отриманого розв’язку, суб’єктивного задоволення від якості результату не виявляється. В таких випадках часто розпочинається ревізія збудованого логічного ланцюга з метою його вдосконалення: перевіряється раціональність використання того чи іншого елемента, теоретичного факту, новозбудованого логічного зв’язку. Усе це відбувається під дією тієї ж провідної ідеї. Відмітимо, що, як правило, такий пошук завершується вдосконаленням логічного ланцюга. Однак, ми часто спостерігали задоволення будь-яким знайденим розв’язком і відсутність бажання пошуку його вдосконалення.

Ми навели розгорнуту схему пошуку розв’язку. Варто лише зауважити, що процес розв’язання складніших творчих математичних задач часто супроводжується невдачами: не кожна виникла гіпотеза, хоч вона і перетворюється у провідну ідею, формує розв’язок. Частіше всього це відбувається через невдалі спроби реалізувати ту чи іншу ідею або невдалі результати, що отримуються після реалізації певної провідної ідеї. В таких випадках висувається нова ідея і подальший пошук, спрямовуючись нею, в тій чи іншій мірі повторює описаний процес. Заміна провідних ідей відбувається до того часу, поки не віднайдеться така, на основі якої можна сформувати гіпотезу розв’язку.

Гіпотеза розв’язку формується кожного разу по-різному: різний час пошукової діяльності, різна розгорненість пошукових дій. Це пов’язано з типом задач, суб’єктивним ставленням до задачі. Ми спостерігали виникнення гіпотези розв’язку як догадки; гіпотези,  породженої першою ж гіпотезою; гіпотези, що була результатом більше 10 гіпотез. 

Якість гіпотези також зустрічається різною. Часто вона залишається “пунктирною лінією”, яка заповнюється безпосередньо при реалізації. Таке частіше всього зустрічалось при з’ясуванні суб’єктом того, що подібні задачі він розв’язував. В цьому випадку відбувається скорочене дослідження логічного ланцюга. Суб’єктивна впевненість у здатності реалізувати задумане настає швидше, без деяких проміжних мисленнєвих процедур. (Наприклад, при розв’язанні відомих суб’єкту типів рівнянь.) В інших випадках, спостерігалось неодноразове детальне мисленнєве обстеження всього логічного ланцюга міркувань для з’ясування всіх структурних і теоретичних чинників майбутнього розв’язку. 

Різною є і степінь суб’єктивного переконання в правильності знайденого шляху. Таке переконання залежить не лише від суб’єкта. Деколи відбувається реалізація не зовсім суб’єктивно привабливої гіпотези розв’язку, у зв’язку з тим, що іншої не існує. В подальшому, в міру розв’язання задачі, до гіпотези можуть вноситись зміни, корективи, доповнення.  Процес пошуку розв’язку можна уявити собі як одноколірну смужку, на одному кінці якої колір ледь вгадується, а на іншому - він насичений, яскравий. Так і поняття розв’язку: на початку пошукових дій – ледь окреслюється, а під кінець пошуку – чітке і “яскраве”. 
Усі дії, що охоплені процесуально-динамічною характеристикою пошукового процесу сприяли утворенню нової якості поняття розв’язку, наповненню його змістом, з’ясуванню його багатогранної характеристики (хоч може і невичерпної), що і перетворює бліде початкове поняття про розв’язок задачі у яскраве новоутворення, у новий елемент суб’єктивної системи математичних знань, у фундаментальне поняття розв’язку конкретної математичної задачі. 

Отже, можна стверджувати, що процес формування гіпотези розв’язку творчих математичних задач розпочинається на етапі вивчення умови із суб’єктивного виділення орієнтирів у задачі; формування гіпотези розв’язку відбувається під дією провідної ідеї, яка виникає, розвивається й наповнюється змістом у ході пошукової діяльності на основі суб’єктивних мисленнєвих тенденцій. Під дією провідної ідеї утворюється логічний ланцюг міркувань, що розпочинається з умови і завершується розв’язком, а формування гіпотези розв’язку завершується суб’єктивним переконанням у його достовірності. 

4.3 Відмінності у формуванні гіпотези розв’язку,
обумовлені класом задач

Поряд із завданням дати загальну характеристику процесу формування гіпотези розв’язку творчої математичної задачі, ми мали на меті дослідити особливості цього процесу при розв’язанні таких задач різних класів. У зв’язку з цим було висунуто гіпотезу про існування якісних відмінностей у формуванні розв’язку, які пов’язані із класом задач. Аналіз питань, пов’язаних із таким припущенням, буде проведено в цьому параграфі.

Диференційований підхід до аналізу формування гіпотези розв’язку, пов’язаний із класом творчих математичних задач, в літературі зустрічається, але рідко. Зокрема, Д.Пойя виділяв два типи задач: задачі на знаходження й задачі на доведення і проводив психологічний аналіз пошукової діяльності в кожному випадку [326].  Дослідження процесу формування розв’язку шкільних математичних задач на знаходження невідомого, доведення й побудову здійснено Л.М.Фрідманом і Є.Н.Турецьким [416]. Г.П.Бевз вивчає методичні прийоми розв’язання різних класів стереометричних шкільних задач [34]. Однак, проведений авторами аналіз, не охоплює всіх виділених нами класів математичних задач, стосується в основному шкільного курсу математики і в більшій мірі аналізує методичні прийоми, ніж психологічні аспекти процесу формування гіпотези розв’язку математичної задачі взагалі, а тим більше, творчої математичної задачі.

Вивчаючи залежність процесу формування розв’язку творчої математичної задачі від класу, до якого вона належить, ми аналізували процес розв’язання задач спеціальних серій (І, ІІ, ІІІ, IV), враховували результати, отримані при розв’язанні інших серій. 
Звертає на себе увагу той факт, що при ідентичності  загальної схеми процесу формування гіпотези розв’язку, що була описана в попередньому параграфі (у задачах виділялись орієнтири, формувалась провідна ідея, яка поступово наповнювалась змістом, будувався логічний ланцюг міркувань від умови до вимоги), ряд кількісних і якісних характеристик цього процесу для різних класів задач були різними. Ці відмінності були пов’язані з: 1) принципом відбору  орієнтирів у задачі; 2) роллю й місцем зорових образів, що виникали; 3) функціонуванням кількісних ознак елементів, 4) роллю складових компонентів математичного мислення.

Розглянемо їх детальніше. Як вже зазначалося, на початковому етапі ознайомлення із задачею, у суб’єкта виникає деяке поняття про розв’язок. Хоч у цей момент цим поняттям охоплюються лише певні структурні елементи і їх зв’язки, основне завдання задачі (знайти, довести, побудувати, дослідити) завжди до них входить. І тому виділення орієнтирів у задачах на початкових етапах розв’язання спрямовується основною вимогою задачі. Дослідження підтвердило, що під дією основного запитання задачі, на основі суб’єктивного усвідомлення того, що запропонована задача є задачею  на знаходження невідомої величини чи на доведення, чи на побудову, чи на дослідження, висуваються різні за характером орієнтири, що формують різне за змістом первинне поняття розв’язку.

Коли студент розв’язує задачу на знаходження невідомої величини, він, із перших кроків пошуку, оцінює те, чим є невідома величина, в чому полягає вимога, які існують умови для знаходження невідомого. Тобто, в переформульованій задачі цього класу, поняття розв’язку не є визначеним a priori ще до розгортання формування гіпотези розв’язку. 
В поле зору в першу чергу, потрапляють структурні елементи, а теоретичні положення залучаються дещо пізніше. Найчастіше це ті елементи, що мають певну кількісну (числову чи символьну) оцінку. Саме вони стають першими орієнтирами у задачі. При цьому до уваги береться той факт, що якась величина відома (без фіксування на початках конкретного її значення). Тобто, наявність кількісної оцінки структурних об’єктів змінює їх якісну оцінку – перетворює в орієнтир.

Нагадаємо, що до цього класу задач належать численні рівняння, нерівності, а для них конкретні числові дані найбільш суттєві. Віднести рівняння до певного типу  є дуже важливим і має свої логічні наслідки в подальшому пошуковому процесі. Така процедура в значній мірі базується на кількісних співвідношеннях. Тому саме конкретні числові значення часто стають визначальними при висуванні  первинних орієнтирів у процесі розв’язання різних рівнянь і нерівностей. Дуже простою ілюстрацією цього можуть бути диференційні рівняння. Зустрівши, наприклад, у рівнянні символи 
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, студент, розуміючи, що має справу з диференційним рівнянням, не залишить поза увагою кількість штрихів біля y, бо їх кількість визначає порядок  такого рівняння, а отже - метод розв’язання. При цьому для диференційних рівнянь не менш важливим є і співвідношення (у тому числі і кількісні) між символьними елементами. Такі співвідношення також можуть дати інформацію про тип рівнянь (чи нерівностей) і тому для розв’язуючого – це є орієнтир, що виступає з умови задачі.

Коли ж задача текстова й основна увага розв’язуючого  спрямована на описаний у ній процес, він виділяє з тексту такі структурні елементи, що мають  задані умовою кількісні оцінки. Конкретні їх значення підключаються дещо пізніше. 

Таким  чином, при виділенні орієнтирів для формування гіпотези розв’язку у задачах на знаходження невідомої величини, кількісні оцінки мають визначальне значення для формування поняття розв’язку вже з перших пошукових кроків: структурні елементи умови задачі, що виступають орієнтирами, пов’язуються з їх кількісною оцінкою і стають такими саме завдяки цьому. Якщо така можливість виявляється, розв’язуючий у подальшому оперує цими елементами, як кількісно визначеними. Часто орієнтиром стає шуканий розв’язок, але в цьому випадку він повинен мати, нехай навіть дуже наближену, кількісну оцінку. Елементи, що не мають кількісної оцінки, відступають на другий план.

Що ж до зорових образів, які при цьому виникають, то за змістом – це образи-ілюстрації, що мають місце при розв’язанні текстових задач на спільний рух, спільну роботу, геометричних задач на обчислення. Часто вони зображаються малюнками, схемами, топологічними співвідношеннями. Рідше – це образи, що є схемами розв’язання подібного рівняння або частини рівняння (якщо таке є в пам’яті студента). Тобто вони сприяють наповненню змістом функціонуючого в пошуковому процесі деякого поняття розв’язку.

Перші гіпотези пошукового процесу мають місце на попередньому етапі: на етапі вивчення умови і вони, як вже зазначалось, в таких задачах спрямовані на дослідження числових даних структурних елементів, що мають кількісну оцінку. Тобто з’ясовується, яка імпліцитна інформація міститься за конкретними числовими чи символьними даними. 

В подальшому, при формуванні провідної ідеї, до них долучаються теоретичні факти, що також мають орієнтовне значення для цього процесу, але визначальне значення все ж належить структурним елементам із кількісною оцінкою. Таким чином, провідна ідея у задачах на знаходження невідомої величини – це ідея про оперування певними величинами, що мають числові чи символьні кількісні оцінки,  із метою досягнення вимоги задачі.  Якщо не вдається сформувати гіпотези розв’язку за першою провідною ідеєю, або сформована гіпотеза не дає результату і пошуковий процес повертається до висування іншої провідної ідеї, то наступні мисленнєві кроки ще в більшій мірі контролюють кількісні співвідношення.  Часто нові співвідношення ведуть до нового розуміння умови, тому наступна гіпотеза розв’язання може різко відрізнятися за змістом, хоч це не обов’язково. 

За допомогою нової кількісної і якісної оцінки даних задач цього класу, відбувається конкретизація виниклої ідеї. Це дає можливість використовувати  функціональні властивості структурних елементів і пов’язані з ними теоретичні факти більш повніше, сприяє можливості реалізувати ідею, тобто на її основі сформувати гіпотезу розв’язку. При розв’язанні задач на знаходження невідомої величини, поняття розв’язку виникає й розвивається, весь час, опираючись на кількісні ознаки структурних елементів. Такі ознаки з орієнтирів перетворюються в рушійну силу, що спонукає процес прогнозування, а отже, і успішне розв’язання таких математичних задач. Тобто, саме числова складова пошукового математичного процесу при розв’язанні математичних задач на знаходження невідомої величини в значній мірі забезпечує розвиток суб’єктивного поняття розв’язку задачі від його зародження до повного формування.

У процесі навчання в школі й у внз, студенти познайомилися з досить широким спектром методів розв’язання задач на доведення: синтетичний, аналітичний, аналітико-синтетичний (який деколи називається рухом із двох кінців), від супротивного, метод математичної індукції, метод геометричних перетворень, алгебраїчний метод (векторний, координатний), методи математичного аналізу (метод границь, метод диференціального та інтегрального числення) тощо.

Психологічними передумовами, що сприяють свідомому засвоєнню кожного методу, є оволодіння суб’єктом евристичними схемами методів, правилами-орієнтирами, що дають суб’єктові орієнтовну основу діяльності по здійсненню доведення тим чи іншим шляхом. Тобто загальне поняття про сутність розв’язку в таких задачах у певній мірі є сформованими в процесі навчання ще до того, як суб’єкт приступає до розв’язання задачі на доведення. Нагадаємо, довести – це побудувати логічний ланцюг математичних тверджень. Оскільки конкретна задача вимагає свого ланцюга, то наповнення змістом первинного поняття розв’язку задачі на доведення настає паралельно з побудовою такого логічного ланцюга.

Недивлячись на таку різноманітність методів доведення, пошукові дії розв’язуючих на етапі вивчення умови  нових математичних задач на доведення однакові: вони спочатку з’ясовують вихідні позиції (те, що дано) і сутність того, що необхідно довести. Маніпулюючи теоретичними фактами, студенти продукували різні гіпотези, підключаючи в мисленнєві дії наявні структурні елементи. Тепер суб’єктивно привабливими стають структурні елементи  задачі через свої математичні властивості. Спочатку такі елементи функціонують самі по собі, без їх кількісних оцінок. До уваги береться їх якість (наприклад, трикутник рівнобедрений – отже містить два рівні кути). В цьому випадку, числові дані переплітаються з якісною оцінкою математичних об’єктів і не є визначальними при  виділенні орієнтирів. Вони відбираються за своїми властивостями, здатністю до новоутворень: логічних зв’язків між ними та існуючими теоретичними фактами. Тобто, у випадку розв’язання задач на доведення, змістом провідної ідеї є принцип побудови логічного зв’язку між актуалізованими теоретичними фактами, в канву якого вплітаються структурні елементи, що дані в умові задачі. У більшості випадків провідна ідея не охоплює конкретних числових даних. Вона висувається на основі суб’єктивного усвідомлення того, які параметри відомі, а які ні.

Описане не стосується тих випадків, коли в умові задачі на доведення висувається вимога довести певний математичний факт, що справедливий лише із вказаними кількісними оцінками. В таких випадках конкретна кількісна величина, набуваючи певної якісної значущості, стає орієнтиром при висуванні гіпотез щодо розв’язання і провідна ідея відштовхується від неї, базується на ній. Показовим у цьому відношенні є пошуковий процес, спрямований на розв’язання задачі №3 серії ІІ: 

“Довести, що число  
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 ділиться на 9. 
Зміст провідної ідеї полягає в тому, щоб подати цей числовий вираз у вигляді добутку співмножників, серед яких є множник 9. Усі структурні елементи – числа, але, в цьому випадку, числа сприймаються з точки зору їх “теоретичної якості”: здатності зобразитися за допомогою множника 9. Тому елемент 3(15, що рівний 45 і очевидним чином ділиться на 9, сприймається як структурна одиниця, що володіє здатністю ділитися на 9, а (
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) логічно пов’язується і перетворюється в орієнтир, що породжує ряд гіпотез відносно методу розчленування його на множники, серед яких повинен бути 9.

Виниклі зорові образи, при розв’язанні задач на доведення, як правило, за змістом є ілюстраціями до задачі або можливої її трансформації (наприклад, добудови не визначеного задачею геометричного елемента), тобто сприяють конкретизації поняття розв’язку. Отже, при розв’язанні задач на доведення поняття розв’язку виникає й розвивається під дією актуалізованих змістом задачі математичних знань про сутність завдання довести, властивості та функції структурних одиниць задачі та теоретичних фактів, що з ними пов’язані. Опираючись на символьну, числову, просторову складову математичного мислення, поняття розв’язку формується за допомогою логічних мисленнєвих кроків.

Коли пошуковий процес спрямований завданням побудувати, то першими орієнтирами стають зорові образи “будівельних елементів”. До пошукового процесу активно підключається просторова уява. Вміння уявити вихідні елементи, представити їх у вигідному для подальшої роботи ракурсі, набуває особливої актуальності. Тепер абстрактні теоретичні поняття стають менш значущими. Наприклад, якщо необхідно побудувати зростаючу функцію, у суб’єкта розв’язання виникає образ графіка зростаючої функції, а саме математичне означення відходить на другий план і підключається в процес формування гіпотези розв’язку дещо пізніше. Зародження поняття розв’язку (точніше образу розв’язку) задачі на побудову відбувається у вигляді певного геометричного новоутворення.

Задачі на побудову за своїм змістом диференціюються так, що в одних випадках орієнтирами стають “будівельні складові” (відрізок, циліндр і т.д.), при цьому провідна ідея – це принцип виконання послідовних кроків, на основі яких можна утворити бажане новоутворення (знайти розв’язок). В інших випадках (як-то побудова графіків функції) орієнтирами стають властивості новоутворень, власне їх геометричний зміст (парність, асимптоти і таке інше). З’ясовані аналітичним методом, такі властивості постають в уяві розв’язуючого у вигляді образів. Адже у свідомості суб’єкта існують їх геометричні аналоги. Наприклад, існує образ графіка парної функції чи функції, асимптотично наближеної до певної лінії і т. п. Перелік таких властивостей, як правило, відомий суб’єкту, а от зміст – не завжди. В таких випадках провідна ідея полягає в з’ясуванні того, як задовольнити всі властивості, попередньо виявивши їх.

Що ж до використання конкретних числових чи символьних значень структурних елементів, що фігурують у задачі, то воно досить різне. Одні задачі навіть не передбачають їх в умові, тому на етапі висування ідей, вони не беруться до уваги. В інших задачах процес побудови передбачає оперування з конкретними значеннями. Але, у процесі висування перших гіпотез, вони не обов’язково приймаються до уваги, а уточнюються в подальшому. 
Існує і такий тип задач на побудову, що при порушенні числових співвідношень, побудова неможлива (наприклад, побудувати трикутник за даними сторонами). Тоді, якщо числові значення не брались до уваги спочатку, вони підключаються з наступних гіпотез і стають невід’ємним атрибутом того чи іншого “будівельного елемента”. Очевидно, що в таких випадках  з’ясування ролі й місця кількісних співвідношень входить і у процес розуміння творчих математичних задач, і у процес формування гіпотези розв’язку  і настає на основі поступового й неодноразового переходу одного процесу в інший. 
Отже, при розв’язанні задач на побудову поняття розв’язку виникає й формується як зоровий образ. Тобто просторова складова математичного мислення в основному забезпечує становлення суб’єктивного поняття розв’язку при розв’язанні задач на побудову. Хоч інші складові не залишаються осторонь процесу формування розв’язку в цьому випадку, все ж їх роль якщо і набуває визначальної значущості, то лише епізодично.

Задачі на дослідження викликають виникнення найрізноманітніших понять, образів, асоціацій. Часто навіть не математичних. Але тепер цей потік не спрямовується завданням задачі. Це спочатку лише елементи, що виникають на основі задачної ситуації, що не об’єднані будь-яким, хоч би самим віддаленим поняттям розв’язку. 

 На основі переформулювання умови, за допомогою додаткових даних з особистого досвіду студента, певні з виниклих понять, образів, асоціацій стають для нього більш привабливішими. Подальше їх дослідження пов’язане із встановленням логічних зв’язків між структурними елементами й створенням за їх допомогою математичних  новоутворень різної природи. Як вже аналізувалось, вони можуть утворюватись через  приєднання кількох елементів, що далі функціонуватимуть як єдине ціле, складання кількох елементів, логічне заміщення кількох елементів,  логічне переродження. Це дає змогу оперувати такими новоутвореннями, як незалежними об’єктами, незважаючи на математичний зміст, що  стоїть за їх складовими і який часто в подальшому потребує додаткових досліджень, результати яких можуть проектуватися на  формування провідної ідеї.

Потік таких новоутворень досить активний. Оперування абстрактними величинами не веде суб’єкта до будь-яких негативних наслідків: суб’єкт може вільно з’єднувати, складати, заміщувати будь-які елементи. Саме тому, на нашу думку, ми часто спостерігали вільне оперування структурними елементами в момент, коли ідеї пошуку ще не знайдено (метод проб і помилок). Розв’язуючі пояснюють це приблизно так: 
“ Спробую, може щось вийде.” Деякі з них у подальшому перетворюються на орієнтири при формуванні гіпотези розв’язку задач цього класу.

Ми акцентуємо увагу на тому, що має місце нецілеспрямований пошук, результатом якого є структурні новоутворення з певними конкретними, наперед не відомими, структурними і функціональними властивостями. Більш того, значення таких елементів при їх створенні також не визначене. 

Виникнення таких структурних одиниць властиве не лише для задач на дослідження, але саме в процесі  розв’язання задач на дослідження, на ранньому етапі розв’язання,  коли ще не існує поняття розв’язку задачі навіть віддалено,  виникнення новоутворень було найбільш характерним (74,6% з усіх випадків появи новоутворень), в той час як у решти задачах ці новоутворення виникають значно пізніше і виконують в основному допоміжну функцію. В подальшому, у таких творчих задачах, на основі математичних новоутворень, часто будувалась провідна ідея (вони перетворювалися в орієнтири). 
Тобто, у задачах на дослідження, логічні зв’язки, що об’єднують кілька складових елементів, понять, теоретичних тверджень, частіше всього є передвісниками первинного поняття розв’язку, основою й знаряддям провідної ідеї (хоч їх походження часто не усвідомлене або є результатом нецілеспрямованих маніпулювань математичними об’єктами). Такі новоутворення можуть порушуватися  після відмови від конкретної ідеї, але не обов’язково.

Питання про використання кількісних співвідношень у процесі розв’язання задач на дослідження відходить на другий план, бо картина настільки різноманітна, що не піддається аналізу. В одних випадках кількість може бути визначальною, в аналогічних інших випадках – не братись до уваги. Така картина змінюється від задачі до задачі, від суб’єкта до суб’єкта. У задачах на дослідження при формуванні провідної ідеї поєднання кількості і якості структурних елементів, використання попереднього досвіду розв’язання різних задач і дій всупереч цьому досвіду, непередбачувані. Однак, можна стверджувати, що така ідея виникає на основі певного переформулювання умови і під дією певного завдання, що формулюється суб’єктивно.

Отже, при розв’язанні задач на дослідження поняття розв’язку виникає дещо пізніше, після певного мисленнєвого експерименту зі структурними елементами. При цьому визначальною може стати будь-яка складова творчого математичного процесу, а поняття розв’язку може виникнути та функціонувати і як у вигляді абстрактної ідеї, і у вигляді зорового образу.
Підсумовуючи, наголосимо, що при висуванні орієнтирів у процесі розв’язання задач різних класів, кількісна характеристика структурних математичних об’єктів включається по-різному: у задачах на знаходження невідомої величини свідомо контролюється суб’єктом з перших пошукових кроків; у задачах на доведення – в основному спочатку не береться до уваги, а підключається дещо пізніше; у задачах на побудову – контролюється і підключається ситуативно (залежно від змісту задачі); у задачах на дослідження – враховується диференційовано й часто суб’єктивно неусвідомлено.

Такий характер вибору орієнтирів і на їх основі висування провідної ідеї гіпотези розв’язку, має ще одне підґрунтя. Як вже зазначалось в попередньому параграфі, при виборі орієнтирів, використовуються структурні, теоретичні і комбіновані ознаки. Проілюструємо це на рис. 4.3, що складено за аналізом шляхів вибору орієнтирів всіх  експериментальних задач. 
Перш за все звертає на себе увагу той факт, що в переважній кількості випадків, як вже наголошувалось вище, незалежно від класу задач, велика частка використання комбінованих шляхів формування гіпотези розв’язку. Пояснюється це, на нашу думку, тим, що процес розв’язання творчої математичної задачі потребує опори і на структурні елементи і на теоретичні факти. Окрім того, студент, що розв’язує задачу, є досить обізнаним теоретично і має немалий досвід у розв’язанні математичних задач. Цей досвід сприяє утворенню різних пошукових комбінацій, що мають різне підґрунтя, різні “відправні точки” мисленнєвого пошуку.


[image: image51.wmf]Рисунок 4.3 - Частота появи різних шляхів формування 
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Перевага структурних ознак при виділенні орієнтирів під час розв’язання задач на знаходження невідомої величини, пояснюється, на нашу думку, існуванням найбільшої кількості алгоритмів розв’язання задач цього класу. Пошук аналогів у значній мірі базується на структурних елементах. Тому пошукова діяльність, що спрямовується існуючими навичками розв’язуючого також зорієнтовується структурними елементами. Збільшення значущості теоретичного чинника при орієнтуванні в задачах на доведення, визначається змістом основного завдання задачі. У задачах на побудову частіше всього результату можна досягнути, опираючись одночасно і на структурні елементи і на теоретичні постулати, тобто, користуючись зазначеним “будівельним матеріалом”, строго дотримуючись “будівельних законів”. 
Задачі на дослідження, як видно з ілюстрації, розв’язуються в однаковій мірі з орієнтацією на структурні елементи, теоретичні ознаки та їх поєднання. Це найбільш творчі задачі. При їх розв’язанні ми найчастіше отримували оригінальні рішення, спостерігали неординарні підходи при пошуку розв’язку. З нашої точки зору, пошуковий процес таких задач найменш регламентований змістом задач. На перший план у цьому випадку виступає суб’єктивна значущість пошукових прийомів. 

Що до змісту провідної ідеї, то, як вже зазначалось, у задачах на знаходження невідомої величини, на доведення, на побудову вона часто полягає у застосуванні відомого методу, відомого прийому до розв’язання всієї задачі чи її частини. Спробуємо це пояснити.

Розв’язання багатьох математичних задач на знаходження невідомої величини часто практично зводиться до розв’язання рівнянь, нерівностей, їх систем, що поділяються за певними ознаками на різні типи, види. Тому, природно, що у математичних задачах на знаходження невідомого розв’язку рівняння (нерівності, системи рівнянь, системи нерівностей і т.п.), часто провідною ідеєю є метод зведення даного рівняння до суб’єктивно відомого за процесом розв’язання рівняння. Задачі на доведення мають декілька  “своїх” методів. У задачах на побудову пошуковий процес  часто опирається на пошукові прийоми стандартних задач відомих із шкільного курсу або нарисної геометрії.  
Лише при розв’язанні творчих задач на дослідження, як правило, не існує стандартних прийомів пошуку розв’язку. Тому, в цьому випадку, суб’єкт може використати лише свій власний досвід розв’язання евристичних задач або скористатися відомим евристичним методом пошуку. Ми спостерігали загальну тенденцію  зведення даної задачі або  до відомих задач на знаходження невідомої величини, на доведення, на побудову або знайомих задач лише даному студентові, а не до загально відомих прийомів, як це було при розв’язанні попередніх класів задач. При цьому, одні і ті ж задачі зводяться  різними студентами до задач різних класів. А продукти мисленнєвого процесу в результаті уподібнення запропонованої задачі суб’єктивно вибраному еталонові є надзвичайно різними, оригінальними. Цей клас задач, швидше всього, можна віднести до тих задач, які, згідно концепції Я.О.Пономарьова, вирішуються за допомогою побічних продуктів попередньої мисленнєвої діяльності [334].

Існування в математиці алгоритмічних прийомів для розв’язання стандартних математичних проблем, не визначає однозначно й повністю поняття розв’язку, а отже, і шляхів формування провідної ідеї для жодного, виділеного нами класу творчих математичних задач. Така ідея формується з-поміж різних гіпотез, що продукуються під впливом орієнтирів. Як правило, це абстрактна ідея, що в подальшому потребує розвитку. 

Після формування провідної ідеї вона наповнюється змістом: підключаються початкові числові співвідношення величин; активізовується асоціювання, і як наслідок, виникають нові структурні одиниці, що є логічним новоутворенням з елементів задач, про які вже згадували вище; вводяться різні змінні, різні позначення; стає більш чіткішим поняття розв’язку. Це властиво задачам всіх класів.

Наступним, за нашою схемою, є етап утворення логічного ланцюга міркувань від умови до розв’язку. Найшвидше це проходить при розв’язанні задач на знаходження невідомої величини. В цьому випадку на попередніх мікроетапах вже майже все з’ясовано. Постійно присутні кількісні співвідношення не вносять суттєвої корекції до шляху реалізації ідеї. Вона часто постає як готовий ланцюг логічних кроків. Особливо це стосується задач, що зводяться до відомих алгоритмів, відомих методів розв’язання. Творчий потенціал вступав в активну дію на попередніх етапах, тепер, частіше всього, справа за формальним застосуванням логічних операцій. Тобто, для задач на знаходження невідомої величини поняття розв’язку, що майже сформоване на попередніх мікроетапах, тепер набуває лише підтвердження.
При розв’язанні задач на доведення мікроетап побудови логічного ланцюга - особливо важлива ланка формування  розв’язку, його апогей. Адже зміст будь-якого доведення саме у послідовності логічних кроків. Спроба використати певний елемент чи теоретичне твердження без обґрунтування необхідних логічних кроків не стане розв’язком. 

Слід зауважити, що у випадку розв’язування задач цього класу, на етапі побудови логічного ланцюга, характерним є усвідомлене створення логічних новоутворень, як продукту провідної ідеї. За походженням, це були елементи, що утворювались на основі приєднання й складання. Вони ставали головними ланками, що набували ситуативних значень, властивостей і спричинювали подальше структурування складових елементів. Маючи в основному позитивне значення, все ж такі новоутворення деколи ставали на перешкоді. Такі новоутворення – це наслідок пошукової діяльності суб’єкта, продукт його математичної творчості. Він їх “породив” і часто йому стає важко з ними розпрощатися. Тому ми спостерігали, що навіть тоді, коли вичерпується їх можливість сприяти позитивному результатові, студенти ще й ще раз, в різних ракурсах, підключають ці створені ними абстрактні математичні елементи до логічного ланцюга, що деколи гальмує пошуковий процес. Тобто, саме на цьому мікроетапі процесу розв’язання математичної задачі на доведення створюється цілісне поняття розв’язку задачі. Воно набуває конкретизації, деталізації. Це вже струнка система посилань, наслідків, тверджень від умови до вимоги. Що ж до кількісних співвідношень, то саме на цьому етапі розпочинається “розшифровування” конкретних кількісних оцінок, вносяться зміни в якісну оцінку вже створених ланок логічного ланцюга.

У задачах на побудову на цьому етапі продовжують залишатись значущими зорові образи. Навіть у тих задачах, провідна ідея яких не була з ними прямо пов’язана (наприклад, при побудові графіків складних функцій, які суб’єкт не міг уявити цілком), вимагає уяви те, що необхідно збудувати. В таких задачах, на цей момент, вже відомі основні властивості об’єкта, що будується. Далі необхідно, дотримуючись цих властивостей, встановити послідовність кроків, які б сприяли виконанню побудови, що в значній мірі опирається на уяву хоч би частин того цілого, яке будується.

У задачах, що вимагали утворення просторового геометричного тіла на основі комбінування різних просторових тіл, підключаються кількісні значення параметрів тіл. Крім того, на цьому етапі визначаються лінії перетину складових елементів, що часто досягається не лише графічно. Допомога при їх зображенні може надійти  з аналітичного запису рівнянь, які задовольняють точки заданих тіл (якщо такі відомі).

При тих побудовах, які передбачають використання певних приладів, складається послідовність “будівельних” кроків на основі властивостей складових об’єктів, відомих розв’язків стандартних задач на побудову й можливостей, вказаних у задачі інструментів побудови, тобто відбувається конкретизація образу розв’язку, яка часто настає за допомогою числової чи символьної складової математичного мислення.
 У задачах на дослідження, на цьому етапі, в першу чергу функціонують не структурні елементи, а новоутворення. Зауважимо, що в таких задачах більше зустрічається новоутворень, збудованих на основі заміщення одних елементів іншими і використовуються елементи, що мають не властиву їм функцію. Утворення таких структур є ознакою творчості. Вони завжди оригінальні. Подальше оперування ними сприяє утворенню нестандартних наслідків, незвичних результатів. 

Частіше ніж в інших, у задачах на дослідження провідна ідея виникає інтуїтивно, неусвідомлено. Тим важливішим стає етап побудови логічних зв’язків між елементами, що наповнюють її. Він сприяє перевірці не зовсім чітких ідей, суб’єктивному переконанню в їх корисності. Можна стверджувати, що на початку мікроетапу побудови логічного ланцюга при розв’язанні задач на дослідження, повного суб’єктивного розуміння сутності поняття розв’язку не існує. Спочатку це ще дуже віддалене поняття, але його конкретизація й деталізація настають швидко, впродовж цього мікроетапу.
Таким чином, когнітивний компонент творчого мислення забезпечуючи потік асоціацій, образів понять, створює підґрунтя для виникнення первинного поняття розв’язку задач будь-якого класу, хоча для різних задач воно виникає по-різному – на передній план виступають об’єкти з різною математичною сутністю й походженням. Маємо на увазі, що при розв’язанні різних класів задач, студенти, опираючись на різні складові математичного мислення, активніше використовують то кількісні ознаки структурних елементів, то їх просторові образи; виділяють до рівня найбільш значущих то структурні елементи, то теоретичні факти з ними пов’язані; опираються то на структурні елементи, що містяться в задачі, то на ними ж створені нові математичні об’єкти. 

 Операційний компонент у нашому дослідженні репрезентується аналізом пошукових мисленнєвих тенденцій, які забезпечують наповнення змістом первинного поняття розв’язку задач усіх класів. У попередньому параграфі ми аналізували основні мисленнєві тенденції, що приймають участь у пошуковій діяльності, зокрема, у формуванні гіпотези розв’язку. Проаналізуємо їх стосовно кожного класу задач. Аналіз буде опиратися на результати, отримані при розв’язанні всіх задач на знаходження невідомої величини, на доведення, на побудову і на дослідження (див. рис. 4.4). 
Ілюстрація є свідченням того, що не існує переваги у використанні певної мисленнєвої тенденції при розв’язанні конкретного класу задач. Картина однакова: переважають дії за аналогією й дії, що ґрунтуються відразу на кількох мисленнєвих тенденціях (змішані дії), при явно меншій кількості дій, що пов’язані з реконструкціями. 
Дещо більший відсотковий вміст дій за аналогією в задачах на знаходження невідомого, знову ж таки, на нашу думку, пояснюється існуванням більшої кількості алгоритмів, більшим суб’єктивним досвідом у розв’язанні саме таких задач. Значна питома вага змішаних дій при розв’язанні задач різних класів, також спричинена змістом задач, що містили елементи новизни і спонукали до використання різних прийомів при пошуку розв’язку.  
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Рисунок 4.4 -  Частота появи (у %) мисленнєвих тенденцій при розв’язанні задач кожного класу.
Збільшення дій, пов’язаних із реконструкціями в задачах на дослідження, зумовлене більш творчим характером самих задач. Процес формування основного завдання у цих задачах спонукав суб’єкта до різноманітних дій, в тому числі і до протиставлення, що знайшло свій відбиток і на формуванні розв’язку.
Залежність пошукового процесу кожного класу задач від індивідуальних відмінностей суб’єктів (особистісно-регулятивний компонент) будемо аналізувати в розділі VI.

Отже, процес формування гіпотези розв’язку творчих математичних задач різних класів – це процес виникнення й становлення поняття розв’язку задачі, що суттєво пов’язаний із класом задач (тобто з основною вимогою задач). При формуванні гіпотези розв’язку творчих математичних задач різних класів спостерігається загальна для всіх класів задач схема  мікроетапів: виділення орієнтирів, формування провідної ідеї, наповнення її змістом, побудова логічного ланцюга міркувань. Принцип відбору орієнтирів (структурні елементи чи теоретичні факти, чи і ті, і другі одночасно), функціонування кількісних ознак та зорових образів, що містять задачі, роль різних складових (числових, символьних, просторових) математичного мислення в значній мірі залежить від класу задач.  Пошук розв’язку різних класів задач здійснюється на основі мисленнєвих тенденцій аналогізування, комбінування, реконструювання.

3.4 Інтуїція в процесі формування гіпотези розв’язку

творчих математичних задач

Продовжимо аналіз процесу формування розв’язку цитатою з роздумів А.Пуанкаре про пошуковий мисленнєвий процес: “Роль позасвідомої роботи в математичних відкриттях здається мені незаперечною ... Часто, коли людина працює над яким-небудь важким питанням, вона спочатку, коли береться до роботи, не досягає нічого. Потім відпочиває і знову сідає до столу. Протягом першої півгодини вона ще нічого не знаходить, але потім ідея, яку розв’язує, зразу приходить їй у голову. Ми можемо сказати, що свідома робота виявилась пліднішою, бо її було перервано і відпочинок відновив силу й свіжість розуму. Але ймовірніше, що відпочинок був заповнений позасвідомою роботою ... Щодо умов цієї позасвідомої роботи слід зауважити, що вона неможлива, або в деяких випадках неплодотворна, якщо їй не передував і за нею не йшов період свідомої роботи. Це раптове натхнення ніколи не можна викликати навмисно ... воно приходить після кількох днів вольових зусиль, які здавались абсолютно марними ...” [Цит. по 5, с. 140-141]. 
Отже, запропонована нами загальна характеристика етапу формування гіпотези розв’язку творчої математичної задачі за допомогою вказаних мікроетапів є неповною. Адже інтелектуальний творчий процес, поряд із логічними послідовними кроками, містить результати, шляхи виникнення яких є неусвідомленими, тобто інтуїтивними. “До того, як у працюючу свідомо думку приходять будь-які припущення в неусвідомленій думці, що завжди працює паралельно свідомості, гине маса інших припущень, лише найбільш привабливіші виступають за поріг свідомості.” [295, с. 83]

Неусвідомлені моменти пошукового процесу завжди мають місце в інтелектуальній творчості і є для неї досить суттєвими. Ряд авторів, складаючи схеми творчого процесу, окремо виділяють інтуїтивний етап. Згідно точки зору Г.Уоллеса така схема виглядає так: 1) підготовка: формулювання задачі та початкові спроби її розв’язання; 2) інкубація: відволікання від задачі та переключення на інший предмет; 3) осяяння (інсайт): інтуїтивне проникнення в сутність задачі; 4) перевірка: випробування та реалізація рішення [489]. 
Існують інші психологічні схеми взаємозв’язку усвідомлених і неусвідомлених актів у процесі пошуку розв’язку. Частіше всього вчені сходяться на тому, що такі акти мають свою черговість: у процесі розв’язання інтуїтивно здобутий результат переходить на усвідомлений рівень, після обробки системою логічних операцій новий результат переходить на інтуїтивний рівень більш вищого порядку, щоб потім знову виникнути на усвідомленому рівні, але в новій якості [5, 121, 123, 333, 433].

Механізми відшукання інтуїтивного розв’язку знаходяться в стадії дослідження психологами і пояснюються за допомогою підсвідомої діяльності суб’єкта [5, 25, 47, 117, 190, 251, 291, 326, 346]. З цього приводу Д.Пойя писав: “...задача, після тривалої перерви, може повернутися в поле нашої свідомої діяльності більш зрозумілою і близькою до свого рішення, ніж вона була в той момент, коли ми припинили свідомо працювати над нею. Хто зробив її більш зрозумілою, хто наблизив її розв’язок? Очевидно ми самі, працюючи над нею підсвідомо.” [325, с. 114] 

Зокрема, С.Л.Рубінштейн, аналізуючи діяльність вченого, вказував на існування раптових інтуїтивних осяянь у його мисленнєвому процесі.  Автор пояснює це переорієнтуванням – новим співвідношенням наявних даних. На думку С.Л.Рубінштейна інтуїтивне розв’язання – це таке розв’язання, коли результат може бути передбачений, а шляхи до нього невідомі. Це вбачання шуканого результату, що має у своїй основі тривалу пошукову роботу [359, 360].

Я.О.Пономарьов вважає провідною в цьому роль, так званих, побічних продуктів (неусвідомлені суб’єктом продукти попередньої діяльності), ефективність яких зростає при вичерпуванні усвідомлених прийомів розв’язання задач. Тобто, із точки зору автора, у творчому процесі необхідно виділити фазу інтуїтивного розв’язання, яка настає після виникнення  суб’єктивного висновку про недостатність використовуваних знань, умінь, навичок для створення задуму. Отже, при умові, що всі доступні суб’єкту знання вичерпані, а прагнення розв’язати задачу ще не згасло, в дію вступає інтуїція. Підґрунтя для її виникнення - в попередньо усвідомленій діяльності, що формує інтуїтивну модель ситуації. “Логічне розв’язання творчої задачі виникає лише на базі інтуїтивного, тобто тоді, коли задача вже розв’язана” [333,  с. 153].

З точки зору Д.Халперн, інформація, яка зберігається в пам’яті людини, взаємопереплітається одна з одною, утворюючи сітку, схожу на павутину. “Коли комусь у голову приходить нова ідея, значить він вдало проклав шлях по своїй сітці знань від одного місця до іншого – нова ідея являє собою поєднання раніше не поєднуваних вузлів” [418, с. 458]. Таким чином, із позиції цього автора, під час інкубаційного періоду, коли суб’єкт свідомо не проводить пошукової діяльності, за нього це робить його підсвідомість. Вона продовжує подорожувати по його сітці знань, активізуючи різні переплетення, що стосуються різних галузей, в даному випадку математики, різних властивостей структурних елементів, різних теоретичних тверджень. Так виникають несподівані “знахідки”, що з’являються невідомо звідки і задовольняють проблемну ситуацію, яка задається конкретною задачею.

В.О.Моляко пояснює інтуїтивний розв’язок як наслідок так званого “реле-ефекту”,  що є психологічним каталізатором інтуїтивного розуміння рішень, зміст якого у замиканні структурно-функціональних блоків та елементів певними суттєвими для суб’єкта елементами [291, 292].

Дослідники активно досліджують роль та місце логіки в інтуїтивному мисленні. Багато з них дійшли прямо протилежних висновків. Для прикладу розглянемо позицію двох із них.

На думку А.Кестлера, інтуїтивне мислення відбувається за рахунок відмови від законів формальної логіки (логічних правил, аксіом, структур, концепцій), на основі поєднання елементів із різних галузей досвіду [473]. 

Л.Л. Гурова вважає, що процес інтуїції не можна відділити від використання логічної інформації. Інтуїція – “...компонент генерування  гіпотез і стратегій розв’язання...” [118, с. 44]. Автор в своїх дослідженнях дійшла висновку, що у розв’язанні задач інтуїтивні й дискурсивні процеси закономірно взаємодіють. Область пошуку встановлюється інтуїтивно, а завершують пошук дискурсивні процеси. Інтуїтивні догадки робляться на основі суб’єктивної інформації без усвідомлення її об’єктивних логічних основ [122]. 

Історія математичних відкриттів має багато прикладів геніальних здогадок про певні математичні результати (співвідношення між математичними об’єктами, різні математичні твердження тощо), які були сформульовані значно раніше ніж логічно встановлені (доведені). Часто догадки про математичні закономірності і їх доведення належали різним особам. В наш час також існують сформульовані та емпірично перевірені теореми, що ще не мають логічного доведення. До таких належить, наприклад, теорема Ейлера про те, що будь-яке парне число може бути представлене сумою двох парних чисел.

Значну увагу дослідженню співвідношення логіки та інтуїції у процесі віднаходження принципу розв’язку надавали математики. Російський математик і філософ Д.Д.Мордухай-Болтовський підкреслював, що мислення математика глибоко проникає в неусвідомлену сферу, то випливаючи на поверхню, то занурюючись у глибину. “А те, що ми тепер робимо неусвідомлено, в майбутньому може послугувати предметом свідомого наукового дослідження і пізніше може дати результати, на основі яких ми будемо віддавати перевагу одному шляху перед іншим, свідомо рухатись з економією мисленнєвої роботи.” [295, с. 51]. 

А.Пуанкаре у свій час наполягав, що живе математичне міркування, яке веде людину від істин до нових істин, не може бути лише однією мертвою логічною схемою. За живильний дух, який рухає математичний пошук, він вважає повну математичну індукцію, що є логічно не визначеною. Згідно його точки зору, логіка та інтуїція відіграють свою власну, необхідну для пошукового процесу, роль. Він вважав, що ці складові обидві обов’язкові у творчому математичному процесі: логіка, як засіб доведення; інтуїція, як засіб винахідливості [346].  

Підхоплюючи цю думку, Г.Вейль стверджує, що доведення санкціонує й узаконює інтуїтивні знахідки, зводить до мінімуму ризик виникнення протиріччя, якими завжди наповнене інтуїтивне осяяння. Г.Вейль називає логіку гігієною, що дозволяє зберегти ідеї здоровими й сильними [78].

М.Клайн стоїть на позиції, що в математиці інтуїція відіграє головну роль, однак вона сама по собі може привести до надто загальних тверджень. А ті обмеження, що необхідні в цьому випадку, встановлює логіка. Інтуїція відкидає будь-яку обережність – логіка вчить стриманості [184].

Інший математик, А.Лебег, підкреслює, що логіка може змусити математика не прийняти деякі доведення, але вона не зможе примусити його повірити в жодне доведення [223].  Цим самим автор наголошує на тому, що хоч логіка закріплює інтуїтивні мисленнєві знахідки, все ж вона сама звертається до інтуїції в пошуках підтримки й допомоги.

Отже, логіка й інтуїція не спрямовані одна проти одної. Кожна з них необхідна у свій час і на своєму місці у творчому пошуковому процесі математика. Раптове осяяння здатне відкрити істину, але посилання на інтуїцію не може бути основою для прийняття будь-якого твердження. Інтуїтивні догадки суб’єктивні й нестійкі, вони потребують логічного обґрунтування.

У літературних джерелах, присвячених математичній творчості, часто описується така ситуація: дослідник, що активно, але безрезультативно працював над розв’язанням нової математичної проблеми, досягає успіху після припинення активних пошукових дій на деякий проміжок часу. Такі факти стосуються творчості визначних математиків (А.Пуанкаре, К.Гауса, В.Лейбніца, Ж.Адамара та інших), такі факти описані численними дослідниками інтелектуальної творчості в різних галузях науки й техніки, такі факти спостерігали і ми в проведеному дослідженні.

Ідея існування інкубаційної фази у творчому мисленнєвому акті, а саме про це йде мова, являє собою той рідкісний випадок, коли суб’єкт явно нічого не робить для отримання позитивного результату, але отримує його. Г.Саймон зробив спробу пояснити явище інкубації тим, що, працюючи над задачею, суб’єкт опирається на відносно невелику кількість концептів, які зберігаються в, обмеженій по своїх можливостях, короткочасній пам’яті. Коли суб’єкт перестає працювати над задачею, інформація з оперативної пам’яті швидко забувається, що може бути досить сприятливим фактом при непродуктивному пошуку розв’язку [363].  Тобто, суб’єкт у період інкубації забуває нещодавно розроблюваний нерезультативний варіант пошуку і, цим самим, отримує можливість займатися іншими, більш перспективними.

Раптовий розв’язок може настати не лише після інкубаційного періоду, але і в період активних пошукових дій. Таке явище, як відомо, називається інсайтом, “ага”-ефектом. Інсайт зустрічався досить часто в нашому дослідженні. Слід зауважити, що він, як правило, настає після періоду концентрації зусиль, тобто тоді, коли суб’єкт, що розв’язує задачу, вже ознайомлений з нею і має у своєму розпорядженні можливі розв’язки.

До дослідників математичної творчості, що активно вивчали роль, функції, зміст інтуїції у процесі знаходження розв’язку творчої математичної задачі,   належить Д.Пойя. Він надавав виключного значення індуктивній фазі математичної творчості. Він підкреслював, що математична ідея потребує спочатку здогадки, яка пізніше мусить бути логічно обґрунтована [326].

Велику увагу взаємодії усвідомлених і неусвідомлених компонентів мисленнєвого процесу приділяв Ж.Адамар. На його думку, математичне відкриття отримується шляхом поєднання різних ідей. При цьому значна частина таких поєднань не усвідомлюється суб’єктом, і саме усвідомлені безрезультатні зусилля думки запускають у хід неусвідомлені акти. 

Зупинимось детальніше на аналізі інтуїтивних проявів, які мали місце в нашому дослідженні. Зустрічалися випадки, коли розв’язок студенти знаходили після тривалої перерви в пошуковій діяльності. Траплялось так, що студент приносив розв’язок експериментальної задачі, яку не зумів розв’язати в ході експерименту, через певний проміжок часу. Частіше всього, це був правильний розв’язок, а його викладення супроводжувалось емоційною розповіддю про те, як раптом виникла догадка, що стала основою знайденого розв’язку. В інших випадках, під час розв’язання наступної експериментальної задачі (при наступній зустрічі з експериментатором), студент просив дозволу продемонструвати розв’язок попередньої задачі, що минулого разу не була ним розв’язана. Тобто, при розв’язання наступної задачі, після певної перерви в процесі розв’язання першої задачі, раптово виникала гіпотеза розв’язку цієї першої задачі без видимих і суб’єктивно усвідомлених мисленнєвих дій, спрямованих на її розв’язання.

У попередньому параграфі ми мали змогу переконатись, що для формування гіпотези розв’язку, важливим є виділення суб’єктивно привабливих елементів, їх властивостей, акцентуванні уваги на певній частині умови задачі – тобто виділення орієнтирів у задачі. Аналізуючи виникнення таких орієнтирів, ми прийшли до висновку, що не завжди суб’єкт може пояснити чому саме його зацікавив той чи інший математичний об’єкт, та чи інша частина умови задачі; чому актуалізовувалась конкретна математична інформація.

Звичайно, різні орієнтири виникають на основі різного розуміння задачі, на основі різного суб’єктивного досвіду (зокрема, досвіду розв’язання творчих математичних задач). Усе ж ми констатували той факт, що студенти деколи без видимої причини, із значною наполегливістю, на певному етапі розв’язання задачі задіюють одну і ту ж групу структурних елементів, одні і ті ж їх властивості, одні і ті ж теоретичні твердження. В подальшому, міркування саме навколо таких елементів-орієнтирів приводили їх до формування гіпотези розв’язку.

Оскільки виділення орієнтирів у задачі є одним з перших кроків у напрямі формування ідеї розв’язку, то варто констатувати, що інтуїтивні моменти мають місце вже на перших мікроетапах формування гіпотези розв’язку. Тобто суб’єкт може інтуїтивно виділити певну ланку задачі, відчувши її важливість і значення для майбутнього розв’язку. Ідея ще не сформована, але існує суб’єктивне переконання у значущості певних математичних об’єктів для майбутнього розв’язку. При цьому спостерігається майже повна відсутність аргументації цього. 

Навіть у тих випадках, коли суб’єктові не вдавалось сформувати гіпотезу або гіпотеза не витримувала перевірки і не ставала основою розв’язку – його провідною ідеєю, він залишався переконаним у важливості виділених орієнтирів для процесу розв’язання. Це часто супроводжувалось висловами на зразок: “n – натуральне число – це потрібно весь час пам’ятати” (задача №6, серія ІІ), “Будувати потрібно графік рівняння, а не функції – в цьому може бути головна суть” (задача №5, серія ІІІ), “Залежність нагадує теорему Піфагора – це якась підказка” (задача №8, серія V).

Особливо цікаві ті випадки, коли задача містила неповну або надлишкову інформацію. Студенти демонстрували певний дискомфорт, причину виникнення якого, вони не могли чітко пояснити, але сутність його вловлювалась з реплік: “Я відчуваю, що чогось наче не вистачає, на що хотілося б зіслатись.”, “Я обираю на що опертись при пошуку розв’язку і не можу вибрати щось одне, у мене виходить відразу кілька варіантів”. Такі випадки є ще одним свідченням того, що в процесі формування гіпотези розв’язку на етапі відбору орієнтирів мають місце неусвідомлені акти.

 На шляху формування ідей часто зустрічаються “осяяння”, зміст яких у використанні в тому чи іншому ракурсі різних структурних одиниць. Йдеться і про виникнення тих новоутворень із структурних елементів і теоретичних фактів, про які йшлося в попередніх параграфах, і про знаходження багатокрокових логічних наслідків із властивостей елементів і теоретичних фактів (теорем, формул тощо), пов’язаних із ними. Часто новоутворення, незалежно від того, чи вони виникають на основі приєднання, чи складання, чи заміщення, чи переродження, порушують асоціативні зв’язки, оперуючи різними семантичними значеннями математичних об’єктів. Більш того, вихідне значення часто мутує, як то у випадку створення нових структурних одиниць на основі переродження. Такі акти виникають миттєво і не можуть бути поясненими зі сторони суб’єкта розв’язання. 

Гіпотези можуть також виникати у суб’єкта неусвідомлено, як догадки. В цьому випадку спостерігається мисленнєве охоплення суб’єктом всієї проблемної (задачної) ситуації готовою програмою виходу з неї. Відбувається миттєве синтезування складових частин: від умови існування проблеми через зміст самої проблеми, до готового її розв’язання. Суб’єкт демонструє магістральне бачення математичної задачі: охоплює певні структурні елементи й методи їх включення у логічний ланцюг (сам логічний ланцюг також часто продукується паралельно), що веде до розв’язання математичної проблеми. При цьому, як правило, поза увагою залишаються деякі деталі у виниклому неусвідомлено логічному ланцюгу. Та суб’єктивна впевненість, на фоні якої демонструються інтуїтивно знайдені догадки, сприяє активному усвідомленому пошукові недостаючих ланок.

Найбільш разючим  у таких актах виглядає передбачення позитивного результату після впровадження ідей, походження яких суб’єкт не може пояснити. В таких випадках кінцевий висновок, наслідок суб’єкт продукує раніше пізнання логічних кроків, що ведуть до нього.

Як вже зазначалось, логічне математичне міркування здійснюється в межах певних математичних законів, порушення яких веде до порушення логічних висновків. Але і строге дотримування їх часто стає бар’єром на шляху пошуку розв’язку. В той же час, інтуїтивний пошук “не відчуває” подібних перешкод. Суб’єкт отримує результат і лише після цього, на логічному рівні, намагається скласти ланцюг логічних кроків, що задовольнил и б існуючі закони. 

Взагалі ж етап перевірки догадок, етап їх апробації логічними міркуваннями, є необхідним. Не будь-яка догадка достовірна. Про це наголошували відомі математики та дослідники математичної діяльності. Зокрема, Д.Пойя порівнював догадку з “ворожим лазутчиком” і наголошував на необхідності перевіряти кожну догадку на ступінь її корисності для розв’язання конкретної задачі [326]. 

Ми також у своєму дослідженні спостерігали інтуїтивне рішення ряду задач, частин задач, що пропонувались студентами з великим переконанням у їх правильності, але такі, що пізніше не витримували перевірки умовою або контрприкладами. 

Що ж до механізмів інтуїтивних знахідок у процесі формування гіпотези розв’язку, то це, по-перше, аналогія. Особливо яскраво вона проявляється при інтуїтивному утворенні нових структурних елементів. Поєднання, складання кількох елементів, заміщення функцій одного елемента іншими, функціональне переродження елементів частіше відбувається за аналогією до відомої суб’єкту ситуації. Щоправда, результат таких операцій часто несподіваний і оригінальний. Він прямо залежить від суб’єктивного досвіду студента. 

За аналогією інтуїтивно виникали гіпотези багатьох розв’язків. Наприклад, у задачі №4 серії IV у студента виникла догадка звести нерівність до квадратної і провести дослідження за знаком дискримінанта, як у випадку квадратного тричлена. Знову переважну більшість інтуїтивних знахідок за аналогією можна пояснити, виходячи з того, що в математиці існує багато алгоритмічних дій для розв’язання різних математичних задач. Такі дії у процесі розв’язання певних задач виконують роль побічних продуктів, що неусвідомлено підключаються до пошуку розв’язку (за  Я.О.Пономарьовим).

Часто навіть безцільно маніпулюючи математичними об’єктами (членами рівняння, нерівності, проводячи висоту, бісектрису в геометричних фігурах тощо), студент утворює різні поєднання, комбінації елементів. В подальшому деякі з них перетворюються в нові структурні елементи і раптом набувають суб’єктивної значущості і перетворюються в орієнтири для подальшого пошуку. Спостерігається поєднання досить віддалених, навіть антагоністичних ідей. В таких випадках комбінування ставало основою певних гіпотез. За таким принципом часто складались задачі серії XVIII, розв’язувались задачі на складання рівняння. Рівнянням описувалась не вся задачна ситуація, а лише її частина, що полегшувало процес розв’язання в порівнянні з традиційним способом. 

Зустрічались випадки, коли продукт неусвідомленої мисленнєвої діяльності ставав результатом реконструкції відомих логічних прийомів. Так у задачі №3 серії VII (про купівлю птахів) при традиційному розв’язанні, за допомогою складання рівняння, можна отримати лише одне рівняння із двома невідомими:  10-10x-9y=0  (x – кількість горобців, y – кількість горлиць). Це приводить до вимоги знайти єдиний розв’язок одного рівняння з двома невідомими. Останнє можна досягти після догадки про необхідність шукати лише цілі корені, що у свою чергу вимагає догадки про реконструювання рівняння наступним чином:
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 . Тепер, шляхом підбору, отримаємо результат: x=9,  y=10
Отже, інтуїтивні моменти творчого математичного мислення, органічно вплітаючись у пошуковий процес, діючи паралельно з логічними компонентами, мають місце: на різних мікроетапах процесу формування гіпотези розв’язку аж до утворення гіпотези в готовому вигляді; у пошуковому процесі задач різних класів. В основі механізмів догадки лежать дії за аналогією, комбінаторні дії, реконструктивні дії.

РОЗДІЛ 5.  ПЕРЕВІРКА ГІПОТЕЗИ РОЗВ’ЯЗКУ ЯК СКЛАДОВА ТВОРЧОГО МАТЕМАТИЧНОГО ПРОЦЕСУ

У цьому розділі будуть проаналізовані питання, пов’язані з апробацією математичних результатів, в тому числі сформованої гіпотези розв’язку творчої математичної задачі. Така апробація в навчально-методичній літературі з математики виокремлюється у два окремі процеси: 1) перевірка знайденого розв’язку на відповідність умові й вимозі задачі, 2) дослідження умов, при яких такий розв’язок задовольняє умову й вимогу задачі. Щоб зберегти взаємозв’язок із прийнятими в методичній літературі поняттями, ми будемо називати етап апробації сформованої гіпотези перевіркою, а весь комплекс перебіркових дій, що супроводжують пошуковий процес - процесом апробації. Функціональна сутність етапу перевірки в апробаційних діях, спрямованих на сформовану гіпотезу розв’язку.

Ми подаємо загальну характеристику апробаційного процесу результатів творчого математичного процесу, аналізуємо його когнітивні засади, регулятивні функції суб’єктивних мисленнєвих стратегій та деяких особистісних чинників розв’язуючих. Також буде виокремлено мікроетапи етапу перевірки сформованої гіпотези: виділення окремої ланки у міркуваннях, відбір інформації для перевірки, формування мікрозадачі перевірки, інтерпретація отриманого розв’язку, формулювання висновків. 

У цьому розділі подається загальна схема процесу розв’язання творчих математичних задач, в якій констатується авторське бачення узгодженості мікроетапів процесу розуміння, формування гіпотези, апробації математичних результатів. Буде проведена класифікація помилок творчого математичного мислення та проаналізовано їх психологічні засади.

5.1 Загальна характеристика перевірки

мисленнєвих результатів при розв’язанні

творчих математичних задач

Зауважимо, що аналіз питань, які стосуються психології перевірки гіпотез, проектів, задумів творчих завдань, в літературі зустрічаються досить рідко. Ще рідше вони стосуються творчих математичних задач. Інформацію з цієї проблеми часто можна знайти лише в науковій літературі з іншої проблематики, де перевірка виступає одним із її аспектів. Наприклад, при розробці проблеми розв’язання різних задач, перевірку розглядають як останній етап розв’язання [211, 291, 325, 399]. Часто перевірку вважають менш творчим, навіть рутинним, етапом у пошукових мисленнєвих діях. Спеціальна методика дослідження психологічних аспектів перевірки знайденого розв’язку відсутня. 

Спробуємо дати аналіз цього важливого, третього етапу, циклу, складового завдання (для багатьох творчих математичних задач вона є завуальованим складовим завданням) у процесі розв’язання творчих математичних задач. 
Слід пояснити, що перевірку сформованої гіпотези щодо творчої математичної задачі варто розглядати в подвійному сенсі. По-перше – це перевірка як процес зіставлення отриманого суб’єктом результату з умовою й вимогою задачі. В результаті такої перевірки з’ясовується відповідність отриманого результату умові й вимозі. Психологічним результатом таких процедур є суб’єктивна впевненість  у правильності знайденого розв’язку, а отже, і суб’єктивне переконання, що задача розв’язана або не розв’язана. Така перевірка властива будь-якому мисленнєвому пошуковому процесу. 

 По-друге - це перевірка, як процес дослідження отриманого результату. Адже математичний результат отримується на основі формалізації задачної ситуації, на основі введення й оперування математичними символами при дотриманні відповідних правил оперування математичними об’єктами, що не завжди є загальними (тобто такими, що виконуються за будь-яких умов). Тому отриманий результат потребує “розкодування” символів, з’ясування умов його достовірності. В ході дослідження сформованої гіпотези з’ясовується наскільки знайдений розв’язок відповідає задачній ситуації (при яких допустимих значеннях невідомих величин, при якому кількісному співвідношенні величин, при яких допустимих значеннях параметра, при якому взаєморозміщенні ліній, фігур тощо). Психологічним результатом таких дій є набуття суб’єктивного знання про ті умови, при яких отриманий математичний результат задовольняє задачу повністю й беззастережно, тобто настає завершення формування поняття розв’язку. 

У навчально-методичній літературі з математики виокремлюють два етапи  перевірки: власне перевірку отриманого результату й дослідження результату [34, 378]. Нам видається доцільним аналізувати  ці мисленнєві дії паралельно, віднісши їх до процесу апробації результатів пошукових дій, бо, маючи різну мету, вони об’єднані спільним завданням: з’ясувати відповідність (точніше, рівень відповідності) отриманого результату умові й вимозі задачі. Це, так би мовити, два різні види перевірки, дві різні її якості, перевірка у вузькому й широкому значенні. У цьому розділі ми не обмежимось аналізом етапу перевірки сформованої гіпотези розв’язку, а будемо аналізувати весь апробаційний процес, що мав місце впродовж пошуку розв’язку, як у свій час не обмежилися вивченням умови задачі, а піддали аналізу весь процес її розуміння (див. Розділ ІІІ).

Як і процес розуміння, процес апробації не є ні провідним методом, ні основною метою дослідження в жодній галузі наукового пізнання. Апробація – це засіб переконання в достовірності певного факту (твердження, припущення тощо). Коли суб’єктивне переконання настає автоматично, у апробаційних діях відпадає потреба, коли ж ні – то необхідно затрачувати мисленнєві зусилля для отримання додаткової інформації, яка б сприяла настанню цього переконання, тобто необхідно виконувати апробаційні дії. Апробація є завершенням виконання будь-якого виду діяльності, що пов’язаний із створенням чогось нового. Це в повній мірі стосується процесу розв’язання творчих математичних задач. 

При вивченні процесу апробації, як суб’єктивної форми ставлення людини до свого попереднього мисленнєвого результату, об’єктом дослідження будуть мисленнєві акти, що приймають при цьому участь, тому таке вивчення можливе завдяки тим поняттям, що відносяться до психології мислення (наприклад, аналіз, синтез, порівняння і таке інше).

Наголосимо, що необхідність виконувати перевірку отриманих результатів  пошукового математичного процесу суб’єктивно формується  в ході вивчення математики.  Справа не тільки у формуванні в такий спосіб самоконтролю особистості чи відповідальності за отриманий результат. Така необхідність обумовлена рядом причин. 

По-перше, деколи в ході міркувань можуть виникати або навмисно застосовуватися логічні наслідки, що не завжди є загальними. Тобто такі, що справедливі за певних умов. Це часто трапляється, наприклад, при розв’язанні різних видів рівнянь: множина їх розв’язків може розширюватися або звужуватися через недотримування законів слідування і рівносильності при їх розв’язанні.  

По-друге, будь-яка математична діяльність пов’язана з оперуванням формалізованими математичними об’єктами. Тому, оперуючи числами, символами, просторовими образами, не порушуючи законів логіки, математичних законів, можна досягнути невірного результату в межах конкретної задачної ситуації. Наприклад, від’ємне число може бути коренем  рівняння, але якщо це рівняння описує рух матеріального тіла, а невідома – це його швидкість, то її від’ємне значення не може бути розв’язком задачі, хоч є коренем того рівняння, яке логічно вірно складено згідно умови  задачі. 

По-третє, творчий мисленнєвий процес включає в себе результати, що отримані неусвідомленим шляхом (догадки), і потребують доведення. На етапі перевірки виявляються ті ланки мисленнєвого процесу, що були прийняті без належного логічного обґрунтування, що спонукає провести його. 
Таким чином, через неможливість у повній мірі контролювати всі можливі наслідки з кожного логічного кроку (адже психічні зусилля сконцентровані навколо пошуку розв’язку), через необхідність інтерпретації кількісних характеристик (за кількісними даними необхідно побачити якісні характеристики), через допустимість використання в пошуковому математичному процесі методів, що не є загальними, через наявність неусвідомлених актів у мисленнєвому процесі, в методиках навчання математики передбачається формування психологічної готовності перевіряти отриманий математичний результат [28, 180, 194, 205, 211, 220, 314, 326, 352, 416, 444, 449].

Власний досвід студентів у розв’язанні математичних завдань і досвід того, що не будь-який отриманий розв’язок завжди повністю задовольняє математичну задачну ситуацію, формує у них необхідність перевірки отриманого результату. Тобто, паралельно із психологічною потребою перевірити знайдений розв’язок, існує, сформована досвідом, функціональна потреба виконувати перевірку розв’язку математичної задачі.

Якщо “функціональна потреба” виконувати перевірку знайденого розв’язку ґрунтується на попередньо сформованій установці і в більшій мірі закладена попереднім навчальним процесом, то психологічна потреба перевіряти отриманий результат на відповідність завданню відноситься швидше до психологічних властивостей особистості. Тому етап перевірки знайденого розв’язку, як і два попередні, може бути більш-менш розгорнутим,  в більшій чи меншій мірі відокремленим етапом розв’язання творчих математичних задач.

Студенти мають різну базу знань, умінь і навичок, що закладена в процесі навчання в школі, у внз, тому по-різному сформована у них потреба виконувати перевірку: від бажання перевіряти очевидні факти (коли сформована психологічна готовність перетворилась у формальний акт), до  ігнорування перевірки, як повноцінного обов’язкового етапу процесу розв’язання математичної задачі. 

Аналіз етапу перевірки сформованої гіпотези розв’язку творчої математичної задачі не може дати повної характеристики процесу апробації математичних результатів, адже апробаційні дії мають місце і поза етапом перевірки. В аналізі процесів розуміння та формування гіпотези вже згадувалось про деякі апробаційні дії. Це є свідченням того, що цей процес, як і два попередні, не має чіткої межі, не має певного початку відліку в пошуковому процесі. Зате існує “місце” найбільшої концентрації пошукових дій, спрямованих на апробацію отриманого результату. Як правило, це настає тоді, коли у суб’єкта вже склалась уява про певний математичний об’єкт, чи набір логічних кроків, що можуть задовольнити умову й вимогу математичної задачі (сформувалось поняття розв’язку), тобто на етапі перевірки сформованої гіпотези розв’язку.

Органічно вплітаючись у пошуковий процес, апробація проміжних мисленнєвих результатів у значній мірі корегує його [487]. Усі гіпотези, що виникають, піддаються перевірці і завдяки їй селекціонуються. Якщо згадати, що ряд гіпотез спрямовується на з’ясування взаємозв’язків, сутності структурних елементів, їх властивостей, то стає очевидним, що апробація, як така, має своє місце і на етапі вивчення умови, тобто в процесі розуміння творчої математичної задачі. 

В цьому випадку апробація мисленнєвих результатів – допоміжний акт, інструмент процесу розуміння, але не другорядна процедура. Як уже було зауважено, часто розуміння базується на порівнянні. Коли еталон порівняння вибирається з багатьох можливих, операція порівняння переходить у процес апробації на відповідність елемента, що вивчається. Якість такої апробації визначає в певній мірі і якість розуміння задачі. А, отже, в деяких випадках (якщо задача в значній мірі невідома) апробаційні дії сприяють формуванню первинного поняття розв’язку.

На етапі формування гіпотези розв’язку, коли з-поміж багатьох гіпотез відбирається провідна ідея, цьому також сприяє апробація. Саме завдяки їй відкидають одні гіпотези, а з найбільш близьких формується магістральний рух думки, що пізніше, наповнюючись деталями, будує логічний ланцюг міркувань від умови до вимоги. 

Апробаційні дії активізовуються в процесі побудови логічних кроків, якими наповнюється провідна ідея. Тепер апробовується доцільність використання того чи іншого елемента, на основі конкретних властивостей, актуалізованих конкретних теоретичних фактів, новоутворених структурних елементів. Дослідженню на корисність для шуканого розв’язку піддаються отримані мікронаслідки з кожного логічного кроку.  В цьому випадку, завдяки перевірці, відкидаються нерезультативні кроки, а формальна, неякісна перевірка проміжних ланок веде до “ходіння кругами” навколо раціональної ідеї, що не може сформуватись у гіпотезу. Тобто апробаційні дії приймають активну участь у наповненні змістом первинного поняття розв’язку впродовж усього процесу формування розв’язку творчої математичної задачі.

Нагадаємо, що для математичної задачі важливо дотримуватись правил слідування і рівносильності одного логічного наслідку з іншого. Перевірка цього може здійснюватись на етапі побудови логічних кроків (але не завжди). Це страхує суб’єкта розв’язання від втрати частини розв’язків або невиправданого розширення множини розв’язків, не кажучи вже про відкидання невірного  в принципі розв’язку математичної задачі.

Якщо суб’єкт сформував гіпотезу (основу) майбутнього розв’язку, він, як правило, апробовує її: перевіряє на відповідність умові, з’ясовує в якій мірі вона задовольняє вимогу задачі. Такі дії є основою етапу перевірки гіпотези розв’язку, на якому завершується формування поняття розв’язку конкретної математичної задачі. Тобто, саме тепер виникле раніше  нечітке поняття розв’язку (на етапі вивчення умови задачі) і наповнене математичним змістом аж до утворення гіпотези розв’язку (впродовж етапу формування розв’язку), набувши суб’єктивного переконання у відповідності умові й вимозі (на етапі перевірки), перетворюється для суб’єкта у розв’язок поставленої перед ним математичної задачі. Таке переконання настає в результаті співставлення параметрів гіпотези розв’язку з тими параметрами, що вимагаються в математичному завданні. Цими параметрами, як вже згадувалось, є структурні елементи, їх функції та теоретичні факти, які з ними пов’язані.

Глибина, зміст і якість такої апробації різна для різних суб’єктів розв’язання, різних класів задач. Часто сформована гіпотеза розв’язку творчої математичної задачі являє собою ланцюг послідовних логічних кроків. Найчастіше такий стан справ у задачах на доведення (ІІ клас). В цьому випадку апробація зводиться до перевірки логічного ланцюга міркувань, завдяки якій доводиться необхідний факт. Тобто перевіряється правильність посилань на відомі факти й правильність зроблених логічних наслідків; досліджується наскільки загальні ці наслідки (чи не опущено частинного випадку, що веде до інших наслідків). 

Таким чином, перевірка гіпотези розв’язку у задачах на доведення – це аналіз отриманих логічних наслідків сформованого ланцюга міркувань, що і є гіпотезою розв’язку в таких задачах. Він передбачає “зупинки” на деяких ланках для їх детальнішого вивчення. Такі зупинки спричинюються суб’єктивною невпевненістю в тій чи іншій ланці доведення, яка долається за допомогою підключення додаткових теоретичних відомостей, раніше набутих навичок, знань, умінь.

Отже, при  розв’язанні задач на доведення, завершення формування розв’язку – це апробаційні дії навколо окремих вузлових логічних посилань із метою підтвердження їх достовірності. Поняття розв’язку вже створене, воно потребує допоміжної гарантії у достовірності - суб’єктивної впевненості в тому, що не допущена помилка.

Апробація гіпотези у творчих математичних задачах не обмежується перевіркою ланцюга логічних посилань. Мова йде про ті випадки, коли вимога задачі сформульована “обчислити” (І клас задач),  “побудувати” (ІІІ клас задач). Для здійснення апробації у цих випадках необхідно мати сам результат. Апробація конкретного результату здійснюється через порівняння, адже необхідно з’ясувати його відповідність умові й вимозі завдання. 

Зупинимось більш детально на задачах на знаходження невідомої величини. В цьому випадку результат отримують у вигляді числа чи символу, саме вони піддаються апробації. Зауважимо, що   в таких задачах, у процесі їх розв’язання, через застосування різних логічних посилань найчастіше звужується або розширюється множина коренів. Характер завдань у задачах першого класу робить суттєвим кількісне значення (числове чи символьне) шуканої величини. Тому, в першу чергу перевіряється відповідність знайденого результату кількісним співвідношенням, що визначаються умовою задачі. Це виконується, по-перше, шляхом підстановки отриманого результату у вихідні дані завдання (наприклад, при розв’язанні рівняння); по-друге, шляхом виконання оберненої операції (наприклад, диференціюючи знайдену первісну); по-третє, шляхом з’ясування коректності отриманого значення шуканої величини (наприклад, переконуються, чи одержана швидкість руху - додатне, в допустимих межах, число); по-четверте, шляхом перевірки контрприкладами.

Важливість детальної апробації знайденого розв’язку яскраво ілюструється у випадку розв’язання задач, що містять параметри. В цьому випадку знайдений розв’язок містить невідомий за своїми математичними властивостями елемент, а тому, перевірка розв’язку – це ще і дослідження тих властивостей параметра, при яких мав би смисл сам розв’язок, не порушувались би кількісні співвідношення, що визначаються умовою задачі. Тобто, перевірка перетворюється в самостійне завдання, що випливає із процесу розв’язання основної математичної задачі. 

Виявлена невідповідність веде до відкидання сторонніх коренів, до перевірки логічного ланцюга для з’ясування тих дій, що привели до хибного результату. Далі процес апробації нагадує процес перевірки гіпотези розв’язку задач на доведення. 
В разі позитивного результату перевірка логічного ланцюга може опускатися. Зауважимо, що в цьому випадку апробація лише  логічного ланцюга міркувань може не виявити хибність отриманого результату через невиявлення моменту розширення або звуження множини розв’язків, або через неузгодженість отриманого результату з тим природним процесом, що виражений у задачі, як у математичній моделі. Тобто, перевірка гіпотези розв’язку в задачах на знаходження невідомої величини може мати два кроки: з’ясовується наявність невідповідності знайденого результату умові чи вимозі завдання і встановлюється причина виникнення невідповідності. 

Отже, при розв’язанні задач на знаходження невідомої величини, виникле первинне поняття розв’язку часто не набуває повного розвитку на етапі формування гіпотези. Воно продовжує розвиватися, наповнюватися змістом і на етапі перевірки, у процесі апробаційних дій. Завершення формування поняття розв’язку досягається паралельно з формуванням суб’єктивної впевненості у відповідності отриманого результату умові й вимозі задачі.

Під час розв’язання задач на побудову у суб’єкта вже на момент перевірки складається певний образ того математичного об’єкта, який він намагається збудувати. Для перевірки цього образу суб’єкт зіставляє його параметри з тими, що задані умовою задачі. Мова йде про зміст і характер складових структур, їх властивості, зміст існуючих теоретичних положень, що необхідно задовольнити при виконанні побудови. Це стосується і складових побудови, і математичного об’єкта в цілому.

Перевірка знайденого образу може також бути різною за глибиною. Якщо в процесі формування гіпотези склалась впевненість у відповідності образу умові й вимозі задачі, то процес апробації за змістом є співставленням лише деяких елементів для настання повної суб’єктивної впевненості, гарантії того, що розв’язок буде вірним. Це спостерігається тоді, коли використовувались добре відомі геометричні фігури, відомі прийоми побудови складових розв’язку, коли гіпотеза розв’язку “функціонує” із більш-менш чітким уявленням про його структуру. Але поряд із цим часто існують деякі сумніви відносно його частин. В таких випадках спостерігається деяка додаткова графічна побудова (побудова поза основним проектом) сумнівної ланки; підключення додаткових теоретичних відомостей, що сприяють усуненню існуючих сумнівів.

Деколи гіпотеза розв’язку у задачах на побудову існує у вигляді ідеї (логічних “будівельних” кроків), а зоровий образ при цьому не чіткий. Це зумовлюється або завданням (наприклад, вимогою побудувати графік функції, що виражена аналітично), або якістю гіпотези (гіпотеза не достатньо обґрунтована). В першому випадку всі необхідні властивості з’ясовуються суб’єктом, а образ виникає в процесі побудови, шляхом поступового виявлення властивостей. У другому випадку, гіпотеза є аморфним новоутворенням, що складається з певного плану дій, який не сприяв виникненню більш-менш чіткого образу розв’язку. В обох випадках  виникає необхідність графічної апробації, що за змістом може нагадувати доопрацювання гіпотези. Тобто, розмивається межа між процесом формування гіпотези розв’язку і його апробацією, а етап перевірки є апробацією гіпотези побудови, під час якої з’ясовуються і невідповідності у запропонованому шляху побудови, і недостаючі ланки, і сам образ того математичного об’єкта, який необхідно збудувати.

Отже, як і у задачах на знаходження невідомої величини, у задачах на побудову первинне поняття розв’язку наповнюється змістом і на етапі формування гіпотези розв’язку, і на етапі його перевірки. Апробаційні дії гіпотези розв’язку сприяють більш чіткому уявленню про “конструкцію новобудови”, її деталізацію.

 Такий зміст процесу апробації у задачах на знаходження невідомої величини, на доведення і на побудову дає підстави стверджувати, що перевірка сформованої гіпотези розв’язку для деяких математичних задач є самостійним творчим завданням. Це завдання деколи вимагає пошуку оригінальних методів для перевірки достовірності сформованої гіпотези або відшукання  в міркуваннях хибної ланки.

По-справжньому творчим стає етап перевірки гіпотези розв’язку у задачах на дослідження. В цьому випадку, навіть після її формування,  для суб’єкта залишається невідомим наскільки знайдена ним гіпотеза буде відповідати вимогам завдання. А те, що служить сформованою гіпотезою розв’язку (образ, символ, ланцюг міркувань, твердження тощо) часто визначає зміст  перевірки отриманого результату на відповідність задачі. Адже суб’єкт сам деталізує для себе завдання, переводячи його на “свою” мову.

 Наприклад, у задачі №1 серії IV запитання: Чи існує призма, що має рівно 500 ребер? , студенти частіше всього  перефразовували як одне з двох  завдань: 1) знайти призму, що має рівно 500 ребер; 2) довести, що не існує призми, що містила б рівно 500 ребер. Тобто, знайдена відповідь на поставлене запитання могла задовільними перше завдання і заперечити друге або навпаки. 

Коли студент, намагаючись знайти призму, що має рівно 500 ребер, і знайшов таку, то в нього виникає суб’єктивна потреба переконатися у правильності позитивної відповіді на поставлене запитання - вихідне формулювання задачі (така призма існує). Якщо ж студент доводить неіснування такої призми, і якщо йому це вдалося, то у нього виникає суб’єктивна потреба впевнитись у правильності негативної відповіді (не існує такої призми). І лише повернення до первинної вимоги задачі (тієї, що породила наступні дві), сприяє розумінню того, що основна вимога не еквівалентна першому завданню (хоч у певній мірі еквівалентна другому), і перевірка отриманого результату в цьому випадку – це дещо інше, ніж підтвердження відповіді на суб’єктивно сформоване запитання. 
Звісно, що такий стан справ обумовлений поверхневим розумінням задачі, і цей приклад, з-поміж іншого,  ілюструє наскільки глибоко проникає розуміння сутності задачі в пошуковий процес. Він ілюструє також наскільки віддалено від сформованої гіпотези розв’язку розпочинається його апробація. 

Наголосимо, що у задачах на дослідження, зміст і методику апробації гіпотези розв’язку суб’єктові часто доводиться віднаходити самостійно і такий процес є не менш творчим, ніж побудова самої гіпотези розв’язку. Співставлення гіпотези розв’язку з умовою й вимогою задачі не дає очевидних результатів через прихованість, завуальованість параметрів, по яких можна було б порівнювати. Апробації піддається не стільки логічність мисленнєвих кроків, скільки певна залежність  між функціонуючими образами, поняттями та їх відображеннями у вигляді абстракцій, символів, просторових образів; роль загального й поодинокого в даній задачній ситуації; інтерпретація числових характеристик тощо.

Отже, за змістом апробація гіпотези розв’язку творчих математичних завдань на дослідження є творчим підзавданням основного завдання. Часто, як вже наголошувалось, зміст апробації та її методику суб’єкт формує для себе сам. Більш того, часто і шкала оцінювання отриманої гіпотези розв’язку також формується суб’єктом і ґрунтується на його розумінні задачі. Саме таку картину ми спостерігали в експериментальному дослідженні при розв’язанні багатьох задач. Тобто, перевірка гіпотези в творчій математичній задачі з вимогою дослідити, в значній мірі може бути продовженням творчого пошукового процесу з наявністю всіх його атрибутів: нестандартних, оригінальних мисленнєвих кроків, новизни результатів (мається на увазі новизни мисленнєвих прийомів дослідження гіпотези розв’язку й новизни якісної оцінки отриманих результатів).

Таким чином, при розв’язанні задач на дослідження, апробаційні дії спрямовані на більш-менш сформовану гіпотезу розв’язку, можуть не лише суттєво змінювати зміст цієї гіпотези, але також змінити первинне поняття розв’язку. В таких випадках пошуковий процес повертається до наповнення змістом нового поняття розв’язку. Тобто, для задач цього класу характерним є не чіткість умовних меж між трьома структурними етапами (вивчення умови, формування гіпотези розв’язку, перевірка гіпотези), взаємне проникнення трьох складових процесів (розуміння, прогнозування, апробація), на відміну від задач на доведення, на знаходження невідомої величини, на побудову.

Отже, поняття розв’язку творчої математичної задачі будь-якого класу формується впродовж всього пошукового процесу і є переплетінням процесів розуміння, прогнозування, апробації, тобто пошуковий математичний процес – це взаємодія цих трьох складових процесів. При цьому різний клас задач зумовлює їх різне поєднання. Схематично це можна уявити так, як зображено на рис. 5.1. 
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а) задачі на доведення; б) задачі на знаходження невідомої величини й побудову; в) задачі на дослідження.
Рисунок 5.1 - Схема формування поняття розв’язку. 

Якщо триетапний пошуковий процес уявити у вигляді прямокутника, що поділено на три сектори,  а мисленнєві дії, що стосуються процесів розуміння, формування гіпотези розв’язку та апробаційного процесу умовно позначити відповідно буквами  Р, Ф, А, то їх концентрація в кожному із трьох секторів відображає концентрацію відповідних дій на кожному з виділених етапів: вивчення умови, формування гіпотези, перевірка гіпотези.

З точки зору психології, важливим моментом процесу апробації будь-якої гіпотези – є момент настання суб’єктивної впевненості в її правильності (або неправильності). Цю впевненість можна вважати суб’єктивним критерієм перевірки, бо саме вона скеровує процес апробації впродовж всього розв’язання. Тобто, на що б не була спрямована перевірка: на будь-яку проміжну гіпотезу, на кінцеву гіпотезу розв’язку, вона завершується завжди з настанням суб’єктивної впевненості в достовірності того чи іншого висновку.

Отже,  операції, спрямовані на апробацію побіжних математичних результатів, мають місце впродовж всього процесу розв’язання творчих математичних задач (від процесу розуміння задачі до настання суб’єктивної впевненості у правильності сформованої гіпотези розв’язку). При розв’язанні творчих математичних задач, етап перевірки розв’язку забезпечує оцінку цієї гіпотези, апробовує її і, в разі потреби, доформовує нечіткий, не до кінця розроблений проект розв’язку, тобто сприяє конкретизації й деталізації первинного поняття розв’язку і, формуючи суб’єктивну впевненість у правильності розв’язку, перетворює його з гіпотези у власне розв’язок, завершує його пошук. Зміст перевірки творчих математичних задач залежить від  основного завдання задач - перевірка може бути і формальним рутинним етапом пошукового процесу, і творчим процесом, що продовжує чи доповнює пошуковий процес, спрямований на знаходження розв’язку.
5.2 Психологія процесу апробації

математичних результатів

У процесі пошуку розв’язку творчої математичної задачі, суб’єкту доводиться неодноразово приймати рішення. Але рішення про адекватність  сформованої гіпотези – найвище за відповідальністю й значенням. “Рішення само по собі має місце тоді, коли мета визначена, інформація зібрана і проаналізована, коли для здійснення кращого вибору застосовуються спеціальні критерії, коли розроблені й оцінені детальні плани” [489, с. 1]. Тобто,  адекватність гіпотези розв’язку з’ясовується після проведеного комплексу апробаційних дій, спрямованих на дослідження математичних результатів.

Досліджуючи пошуковий процес, ми отримали підтвердження про те, що в процесі апробації гіпотези розв’язку творчої математичної задачі або проміжних математичних результатів, суб’єкт опирається на власні знання, уміння, навички, а його перевіркові дії регламентуються функціонуючими мисленнєвими стратегіями та певними суб’єктивними чинниками.

Коли розв’язуючий переходить до етапу перевірки сформованої гіпотези розв’язку, тобто, коли первинне поняття розв’язку набуло конкретної деталізації, він вже достатньо добре орієнтується у задачі: виявлено всі структурні елементи, з’ясовано більшість їх зв’язків. Все це переструктуровано у свідомості суб’єкта так, що він може подумки “перекинути місток” між умовою й вимогою. 

Весь процес побудови такого “містка” опирався на актуалізовані й певним чином відібрані знання розв’язуючого. Саме на такі знання в першу чергу опирається суб’єкт при виконанні перевірки (перша група знань). Тепер йому частіше всього необхідно лише їх по-новому переструктурувати, згідно мети й завдання перевірки. Деколи процес перевірки актуалізовує й інші, до цього часу не відібрані, математичні знання. Ці знання (друга група) суб’єкт намагається відібрати під впливом сформованої ним же уяви про сутність розв’язку. Більш-менш глибокі знання цих двох груп є необхідною умовою апробаційного процесу, вони є суб’єктивним надбанням розв’язуючого, які він отримав, вивчаючи математику й, актуалізував, працюючи над задачею. Без них не варто очікувати, що цей процес буде результативним.

Але не лише такі за змістом знання необхідні для перевірки. Процес апробації мусить опиратися на знання про сутність перевірки математичного результату (третя група знань). Такі знання формуються досвідом розв’язання математичних задач і конкретної задачі зокрема. 
Логічно, що при розв’язанні математичних задач перевіряються обчислювальні дії, та дії, пов’язані з перетвореннями математичних об’єктів (алгебраїчних, геометричних). Це відбувається за допомогою існуючих у суб’єкта навичок і умінь виконувати такі дії. Проте якісна апробація сформованої гіпотези розв’язку творчої математичної задачі мусить включати перевірку на загальність логічних посилань, не допускаючи при цьому узагальнених висновків, зроблених при частинних випадках отриманого результату. Наприклад, якщо отримана формула містить параметр, то її достовірність мусить бути перевірена при всіх можливих значеннях параметра, а не якогось одного, конкретного.  Апробація отриманого результату не може опиратись лише на наочну ілюстрацію розв’язку, бо це також не завжди охоплює всі можливі варіанти проблемної ситуації, описаної у задачі. І, на кінець, апробовуючи розв’язок творчої математичної задачі, необхідно чітко розмежовувати необхідні й достатні умови того, що дане новоутворення є розв’язком.

Ці знання не відносяться до сутності гіпотези розв’язку, однак вони є канвою для поняття розв’язку математичної задачі. Вони також входять до тих “логічних координат” пошукового процесу, про які йшлося в розділі ІІІ і, функціонуючи, так би мовити, “поза кадром” при виникненні первинного поняття розв’язку й наповненні його математичним змістом, активно підключаються в апробаційних діях.
Головна сутність етапу перевірки – це порівняльна взаємодія отриманих знань (той математичний результат, якого вдалось досягти) з існуючою суб’єктивною системою знань. Когнітивна функція, що, як відомо, має за мету набувати певні знання, у процесі апробації стосується з’ясування умов достовірності розв’язку. Внаслідок цього, добуті в пошуковому процесі знання стають частиною внутрішнього світу особистості і регулюють подальші дії: пошуковий процес може припинитись, якщо суб'єкт  отримав інформацію про відповідність  отриманого розв’язку; продовжитись, якщо не існує такої відповідності. 

Таким чином, якщо процес розуміння більш пов’язаний з оволодінням знаннями, то процес апробації – з переконанням у достовірності отриманих знань, з переконанням у  взаємоузгодженості отриманого знання у вигляді розв’язку, із наявною суб’єктивною системою знань і тією конструкцією математичних понять і взаємозв’язків, які виокремлені задачею. Нова система знань, що утворилась в результаті формування гіпотези розв’язку, стає складовою частиною психологічного механізму, який спрямовує подальшу діяльність суб’єкта на апробацію якості, створеної у результаті пошукових дій, мисленнєвої математичної моделі. Саме завдяки їй і на її основі суб’єктивно формується мікрозадача  етапу перевірки отриманого результату. Тому така мікрозадача має різний смисл для різних осіб і для різних задач: апробація може мати різний ступінь розгорнутості; різну якість (перевірятися можуть лише деякі ланки або весь хід міркувань).

У процесі апробації відбувається поетапний відбір знань та оцінювання отриманого результату по відношенню до таких знань. Механізми апробації складаються з мисленнєвих дій, що, в першу чергу, спрямовані на відбір готових знань, співставлення гіпотези розв’язку з ними та оцінюванням міри відповідності. В цьому випадку попередній досвід особи, наявні у неї знання, є передумовою таких дій. А їх відбір – це ознака стану розуміння задачі й розуміння змісту тих необхідних дій, які потрібні для якісної перевірки.

 Крім того, апробація отриманого математичного результату в широкому розумінні це – його перевірка на відповідність конкретному завданню, що включає дослідження умов, при яких така відповідність може настати. Виходячи з цього, перевірка – це ще й оволодіння новими знаннями, бо ж дослідження отриманого результату полягає у вивченні його зв’язків із відомими суб’єкту математичними фактами. 

Продуктивність мислення, при апробації математичних результатів виявляється, зокрема, у пошуку засобів апробації, тобто у побудові схеми потрібних для неї операцій. Вони є похідними від знань і сприяють утворенню суб’єктивного переконання у цілісності тріади: умова задачі – використані дії – вимога задачі. Так, у процесі апробації гіпотези розв’язку, знання забезпечують  послідовність апробаційних дій та модифікацію отриманого результату впродовж  “руху” в задачному просторі, із метою зіставлення його з умовою й вимогою, для перевірки адекватності використаних дій.

Результати експериментального дослідження дають право стверджувати, що якість процесу апробації прямо залежить від знань. Чим більші суб’єктивні знання, тим глибшою й всебічною була апробація отриманої гіпотези розв’язку. І навпаки – відсутність певних знань, їх поверхневість, призводить до такої самої якості апробації. Це стосується всіх трьох виділених вище груп знань. Ми спостерігали, як при перевірці гіпотези розв’язку, що ґрунтувалася на хибному математичному положенні, це ж положення включалось у мисленнєві дії на підтвердження гіпотези. Неправильно сформоване розуміння сутності розв’язку часто не помічалось і на етапі перевірки:  апробації піддавався отриманий результат, що в цьому випадку не був загальним розв’язком запропонованої задачі.

Ще більше зустрічалось неякісних “перевірок”  на основі незнання принципів і змісту математичних апробаційних дій: перевірявся лише частинний випадок оголошеного загального розв’язку, перевірка виконувалась на основі лише наочних ілюстрацій, не дотримуючись співставлення необхідних і достатніх умов. 

Показовим є процес розв’язання й перевірки задачі №3 серії IV, що вимагала вжити замість крапок одне із двох слів: “необхідно”  чи  “достатньо”. Майже 30% студентів, що розв’язували цю задачу, у процесі апробації отриманого ними результату, спочатку підбирали такі аргументи, такі ілюстрації, що відповідали їх точці зору щодо вжитого слова й у випадку правильного підбору слова, і у випадку неправильного підбору. Це базується на незнанні змісту понять “необхідно”, “достатньо”; незнанні змісту процесу апробації. Лише через певний проміжок часу, на основі певних мисленнєвих дій, у деяких із них зароджувався сумнів у переконливості такої перевірки. Проте значна частина  розв’язуючих так і не виявила неправильності розв’язку.

Не менш значущими, ніж для розуміння й формування гіпотези розв’язку, для перевірки є навички й уміння суб’єкта, тобто його досвід. Саме навички не дають змоги пропустити неперевірену ланку у гіпотезі розв’язку або допуститися її поверхневої перевірки, не з’ясувавши всіх аспектів, які стосуються змісту процесу перевірки конкретного математичного результату. Досвід є накопиченням еталонів дій, а навички часто сприяють тому, що деякі з них настають автоматично. 

Операційний компонент апробації вміщує методи зіставлення отриманого результату чи проміжної гіпотези з умовою, вимогою математичної задачі і певною математичною теорією. Забезпечуючи оперування наявними суб’єктивними знаннями, він сприяє співставленню утвореного математичного результату з наявною системою знань. 

Аналізуючи операційний компонент процесу апробації, зупинимось на аналізі домінуючих мисленнєвих тенденцій апробаційних дій суб’єкта стосовно різних творчих математичних задач. Адже при перевірці сформованої гіпотези розв’язку творчої задачі суб’єкт часто має справу з новим завданням, не маючи можливості застосувати відомі йому алгоритми, способи й методи розв’язання. В таких випадках також виявляються мисленнєві тенденції особи, що відображаються у виборі тієї чи іншої стратегії мисленнєвих дій. 

Науковці вважають, що стратегія завершується суб’єктивним переконанням у правильності знайденого розв’язку [291, 292]. Ця сторона поняття стратегії виявляється на етапі перевірки, як останнього етапу розв’язання нової задачі. 

У тих випадках, коли розв’язання й апробація відбуваються одночасно, на основі одних і тих же дій, формування суб’єктивного відчуття завершеності пошукового процесу опирається на таке суб’єктивне переконання, бо, діючи за певною схемою, суб’єкт паралельно формував усвідомлення правильності пошукових дій (основна психічна функція процесу апробації). 

Зокрема, такий стан справ мав місце тоді, коли суб’єктові на початкових етапах пошукової діяльності вдавалось адаптувати відомий алгоритм розв’язання до нової задачної ситуації. Це відкидало потребу у додатковій глибокій апробації гіпотези, хіба що для перевірки обчислювальних чи перетворювальних дій. Саме така апробація нагадувала перестраховування в отриманні якісного результату. Вона надавала гарантії суб’єкту в якості результату, на фоні вже майже сформованої суб’єктивної впевненості в його правильності. Основний зміст перевіркових дій у цьому випадку співпадав із діями, спрямованими на  формування гіпотези розв’язку, що, як відомо, спрямовуються основною мисленнєвою тенденцією суб’єкта. 

Якщо ж апробаційні дії, що приймають участь у перевірці сформованої гіпотези розв’язку, виділяються в окремий пошуковий етап, вони також підпорядковані домінуючій суб’єктивній мисленнєвій тенденції. Ця мисленнєва тенденція визначає операційний зміст процесу апробації отриманого результату, що ґрунтується на діях за аналогією, всупереч аналогії, комбінаторних діях, чи їх поєднанні. 

Найчастіше в процесі апробації при розв’язанні творчих математичних задач спостерігались дії за аналогією (у 40,1% учасників експерименту). При цьому, якщо суб’єкт формує свій план перевірки на основі аналогії, то мається на увазі і метод перевірки за аналогією до відомого методу й перевірка знайденої гіпотези розв’язку в ситуаціях, аналогічних до умови задачі. Наприклад, перевіряючи чи належить корінь рівняння області визначення, суб’єкт діє за аналогією до багатьох інших відомих йому випадків: підставляє знайдений корінь у вихідне рівняння, з’ясовуючи чи не порушується зміст утвореної тотожності, тим самим аналізує належність знайденого кореня області допустимих значень. 

Крім того, зустрічаються випадки, коли розв’язуючий створює подібну до задачної математичну ситуацію з іншими кількісними характеристиками і в цих умовах апробовує свою гіпотезу розв’язку. Тобто мова йде про формування завдання етапу перевірки за аналогією до того, яке відоме суб’єкту або про пошук аналогічної до відомої йому інтерпретації знайденої гіпотези.

У процесі апробації математичного результату застосовуються реконструктивні дії (у 23,8 % учасників експерименту). Як відомо, багато математичних операцій мають обернені операції. Зручно, наприклад, апробовувати результат множення -  діленням, результат інтегрування – диференціюванням тощо.

 Іншим прийомом реконструктивних дій є відшукання контрприкладу. Для цього відшуковують сумнівну ланку в гіпотезі і добирають таку математичну ситуацію, в якій виконувався би висновок, але наслідки з цього порушували би умову математичного завдання. 
Для прикладу наведемо таке судження: “Якщо 
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Такий прийом застосовується переважно там, де у суб’єкта після утворення гіпотези виникає більше сумнівів, ніж впевненості у відповідності гіпотези умові й вимозі задачі. Він підшуковує контрприклад, щоб остаточно переконатися у нерезультативності обраного шляху, який на певному етапі був досить привабливим для нього.

Ми часто спостерігали в процесі апробації використання комбінування (у 17,6% учасників експериментального розв’язання). Зокрема, при розв’язанні задач із параметрами, у процесі апробації, доводиться розглядати різні варіанти гіпотези розв’язку (у залежності від співвідношення параметрів). Адже, апробовувати математичний результат можна на основі співставлення складових частин задачі, конструювання якогось відомого математичного об’єкта на основі гіпотези розв’язання. Для прикладу, розглянемо міркування одного з учасників експерименту при розв’язанні задачі №3 серії ХХ:

Дано 4 точки. При якій умові через ці точки можна провести єдину площину?          

Основна гіпотеза розв’язку для студента Олега К. була наступною: Через точки можна провести єдину площину, тоді, коли ці точки лежать на колі.   Для перевірки цього застосовуються такі міркування: з’єднаємо протилежні точки відрізками так, щоб утворилось дві хорди, які обов’язково перетинаються; проведемо через них прямі; оскільки через дві прямі, що перетинаються, можна провести єдину площину, то всі 4 точки лежать на одній площині. 

Наведене міркування ілюструє конструювання відомого математичного об'єкта (дві прямі, що перетинаються) із відомими властивостями (завжди задають єдину площину) на основі отриманого розв’язку (розмістити 4 точки на колі). 

В деяких випадках (у 18,5% учасників дослідження) апробація сформованої гіпотези розв’язку була вдалим поєднанням дій за аналогією, на основі реконструкції чи на основі комбінування. 

Проведений нами аналіз дає право стверджувати, що вибір механізмів апробації пов’язаний із змістом задачі й суб’єктом розв’язання. Зв’язку частоти використання описаних стратегічних дій із класом задач, при виконанні перевірки не виявлено.

Оскільки етап перевірки – це завершальний етап пошукових дій, то варто зробити загальні висновки про функціонування мисленнєвих стратегій студентів впродовж всього пошуку. Експериментальне дослідження процесу розв’язання творчих мисленнєвих задач, показало, що всі інтелектуальні дії при розв’язанні таких задач підпорядковані певній мисленнєвій тенденції, що, незалежно від процесу (розуміння, прогнозування, апробація) чи етапу (вивчення умови, формування гіпотези, перевірка гіпотези),  охоплює всю структуру процесу розв’язання. До таких тенденцій належать дії за аналогією, дії на протиставлення, дії на комбінування або дії, що відразу опираються на всі три принципи.

За результатами проведеного дослідження можна стверджувати, що при розв’язанні творчих математичних задач студентами, протягом всього пошукового процесу дії за аналогією виконують 43,2%, студентів на основі протиставлення - 9,5 %, комбінаторні дії - 13,8 %, змішані дії - 22,2%. У решти студентів домінуючі дії не виявлені. Їх пошуковий процес можна в певному припущенні назвати відомим у психології пошуком на підставі проб і помилок.

Протягом цієї роботи ми давали аналіз мисленнєвих тенденцій у кожному процесі (розуміння, формування гіпотези, апробація гіпотези). Зауважимо, що є певний відсоток відхилення наведених щойно цифрових даних від тих, що були раніше. Це пояснюється тим, що раніше обліковані були переважаючі мисленнєві тенденції на вказаних етапах. На конкретному етапі пошукової діяльності деколи в незначній мірі домінували інші мисленнєві тенденції від тих, що скеровували його в цілому (переважали впродовж всього пошуку розв’язку). 

Таким чином, творчий математичний процес – це процес, що скеровується тією чи іншою мисленнєвою тенденцією. Ці мисленнєві тенденції розвиваються аж до мисленнєвих стратегій всього пошукового процесу і стають такими завдяки виникненню суб’єктивної впевненості у правильності пошукових дій, що, у свою чергу, є психологічним результатом процесу апробації.

Мисленнєві тенденції не мають локального характеру і не  відносяться до певної задачі. Вони мають суб’єктивний характер і, опираючись на установки, знання, вміння, навички, вподобання розв’язуючого, що в значній мірі визначені ще до початку пошукового процесу. Яскраво проявляючись у процесі розуміння, формування гіпотези розв’язку, ці тенденції потребують завершення - суб’єктивного переконання у відповідності  результату задачі. Це настає в процесі апробації сформованої гіпотези розв’язку.

Тенденції у мисленні, що проявляються в пошуковому процесі і виражаються у суб’єктивній перевазі використовувати дії за аналогією, всупереч аналогії чи комбінуючі дії, разом із настанням суб’єктивної впевненості у правильності розв’язку, сприяють суб’єктивному усвідомленню сутності розв’язку: його змісту, спрямованості дій, завдяки яким його досягнено. Все це разом складає суб’єктивну стратегію мисленнєвих дій розв’язуючого. Тобто, виникле первинне поняття розв’язку творчої математичної задачі, наповнюючись математичним змістом, потребує суб’єктивної психологічної впевненості у його відповідності умові та вимозі задачі.

Вже неодноразово наголошувалось, що психологічна сутність процесу перевірки у формуванні такої суб’єктивної впевненості у правильності гіпотези розв’язку. Опираючись на рівень знань і досвід, така впевненість може досягатись по-різному, в залежності від її внутрішніх чинників. До таких, як і в процесах розуміння й формування гіпотези розв’язку,  належать мотиви: усе те, що спонукає особистість до апробаційних дій. 

Як відомо, серед всіх мотивів, що сприяють пошуковим діям, виділяють домінуючі. У процесі апробації до таких  належить, в першу чергу, потреба в настанні суб’єктивної впевненості в адекватності знайденого розв’язку. У випадку перевірки гіпотези математичної задачі, як вже було показано вище, домінуючим мотивом часто стає сформована навчальним процесом потреба виконувати перевіркові дії. Серед інших, більш ситуативних, мотивів є невпевненість у конкретній ланці міркувань, розуміння неповноти отриманого результату, потреба додаткового з’ясування деяких нюансів розв’язку. Останній, очевидно, ґрунтується на інтересі суб’єкта до результату своєї діяльності.

Особистісний компонент, що має місце в процесі апробації, має своїм підґрунтям також індивідуальні особливості особистості: тип нервової системи, темперамент, особливості мислення, рівень інтелекту тощо. Більш детальніше будемо його аналізувати у Розділі VІ.

Отже, апробація результатів математичного мислення і, зокрема, сформованої  гіпотези розв’язку творчих математичних задач, опирається на знання, уміння й навички розв’язуючого. При цьому використовуються математичні знання в цілому, знання актуалізовані задачею й знання змісту процесу апробації. Апробація здійснюється на основі мисленнєвих тенденцій  аналогізування, протиставлення й комбінування, що з виникненням суб’єктивної впевненості у правильності розв’язку, формуються на етапі перевірки розв’язку у  суб’єктивні мисленнєві стратегії. 
5.3 Процесуально-динамічна характеристика 
етапу перевірки сформованої гіпотези розв’язку
Як вже зазначалось, процес перевірки гіпотези розв’язку може бути більш-менш розгорнутим, суб’єктивна впевненість у його достовірності може наставати майже одночасно із завершенням пошукових дій або перетворюватись у розгорнутий мисленнєвий процес. Варто наголосити, що процес перевірки творчого завдання є двояким за змістом рухом думки. Мається на увазі, що це, по-перше, рух паралельний до формування гіпотези розв’язку, по-друге – рух в оберненому напрямі, коли розв’язок знайдено і для суб’єктивного переконання в його достовірності, мисленнєво проходять шлях від розв’язку до умови. 

В першому випадку мова йде про перевірку пошукових кроків, що здійснюються паралельно до формування гіпотези. Це відбувається або завдяки використанню добре відомих прийомів у математиці, коли гіпотеза розв’язку творчого завдання є оригінальним поєднанням таких прийомів або завдяки детальному вивченню провідної ідеї та кожної ланки логічного ланцюга, що її наповнює в процесі формування розв’язку.

Якщо ж сформована гіпотеза не викликає суб’єктивної впевненості у її достовірності, то перевірка перетворюється у окремий мисленнєвий процес, що стає складовим етапом пошукових дій. В обох випадках перевірка – це проходження гіпотези (чи її частини) через суб’єктивну сферу – формування суб’єктивної впевненості в її адекватності умові та вимозі математичної проблеми. При цьому основна сутність процесу апробації на етапі перевірки полягає у зіставленні гіпотези розв’язку з умовою й вимогою завдання. А ефективність перевірки досягається суб’єктом тоді, коли те новоутворення, яким є розв’язок, за різними параметрами може прислужитися в якості містка від умови до вимоги [487]. 

Зауважимо, що для математичних задач такий ”рух” не завжди є двостороннім: логічні наслідки, що ведуть від умови до висновку, не завжди ведуть від висновку до умови. Це формулюється і розуміється математиками як необхідні й достатні умови. Суб’єкт, що розв’язує будь-яку математичну задачу, а тим більше творчу, мусить у процесі перевірки з’ясовувати наскільки знайдений розв’язок є достатнім, в якій мірі вказані умови є необхідними для достовірності твердження або ж вказати ті умови, при яких вони є такими.

Проаналізуємо перевірку сформованого шляху подолання задачної проблеми в тих випадках, коли суб’єктивна впевненість у його достовірності не настала разом із завершенням його формування. Тобто, коли виникле первинне поняття набуло свого розвитку, наповнення математичним змістом, а суб’єкт застосовує  мисленнєві дії для перевірки його відповідності задачі, які повинні забезпечити настання суб’єктивної впевненості у правильності знайденого розв’язку.

Процес апробації знайденого розв’язку, як і всі мисленнєві процеси, – це аналітико-синтетична мисленнєва діяльність розв’язуючого, яку він розпочинає з вивчення його змісту. В більшості випадків,  перевірка гіпотези розв’язку творчої математичної задачі розпочинався з виділення окремої ланки (ланок) у міркуваннях, в достовірності якої суб’єктові хотілось додатково переконатися. 

Цей мікроетап спрямований на детальний аналіз отриманого розв’язку. Суб’єкт намагається розчленувати створену ним гіпотезу на різні за станом достовірності частини: відокремлюються ті, що є вірними a priori і ті, що потребують додаткового дослідження. Ці дії можуть скеровуватися  простим бажанням з’ясувати коректність знайденого розв’язку, чи можуть свідчити про наявність суб’єктивної невпевненості в певній ланці міркувань. Тому часто в експериментальному розв’язанні ми фіксували вислови: “ Задачу розв’язав, але ще необхідно дещо перевірити.” Тобто поняття розв’язку продовжує формуватися, але вже на, так би мовити, на мікрорівні.

Після виділення основної ділянки для перевірки, тобто з’ясування того місця в гіпотезі розв’язку, яке викликає сумнів, суб’єкт з’ясовує для себе причину, “зміст” сумніву: чи буде знайдений корінь рівняння входити до області визначення, наскільки буде даний висновок загальним для всієї задачної ситуації і т.п. Іде активний процес висування запитань. Ці питання здебільшого спрямовані на відбір інформації, що доповнює, деталізує, конкретизує гіпотезу розв’язку – другий мікроетап процесу перевірки знайденого розв’язку. Тепер виділяється те, що ще необхідно з’ясувати. 

Не виявлена на етапі формування гіпотези розв’язку недоречність, не правильне посилання на теоретичний факт, не правомірний умовивід у логічних міркуваннях, не якісний висновок тощо, які мають місце у сформованій гіпотезі розв’язку, можна виявити лише апробувавши їх різними запитаннями. Від якості такого відбору інформації у значній мірі залежить якість перевірки. Запитання, які виникають, стосуються також умов, при яких знайдений математичний результат можна вважати розв’язком (кінцевим чи проміжним).

На деякі із цього потоку питання відразу знаходиться відповідь, бо паралельно з їх формулюванням,  у свідомості розв’язуючого актуалізовуються асоціативно пов’язані із проблемною ситуацією, знання й навички, що й забезпечують автоматичне віднаходження відповіді на них. Однак, якщо такі запитання мають більш глибинний, такий, що безпосередньо не пов’язаний з виниклими асоціаціями зміст, то для пошуку відповіді на них необхідна певна пошукова діяльність. Тобто, у процесі перевірки сформованої гіпотези розв’язку, суб’єкт, висуваючи ряд запитань, формує мікрозадачу (чи задачі) перевірки навколо цієї гіпотези. Це є наступним мікроетапом у процесі перевірки сформованого розв’язку. За змістом така мікрозадача може стосуватися і відповідності отриманого результату умовам задачі, і вивчення тих обставин, при яких знайдений результат може задовольняти такі умови. Це свідчить про те, що поняття розв’язку все ще в стані формування (швидше навіть шліфування).

Незалежно від змісту сформованої мікрозадачі: застосувати відомий алгоритм перевіряльних дій чи віднайти свій метод перевірки знайденого розв’язку, її розв’язання знову опирається на суб’єктивні знання, навички вміння і скеровується певною мисленнєвою тенденцією та індивідуальними мисленнєвими особливостями розв’язуючого.

Сформована в процесі перевірки математична мікрозадача є в значній мірі індикатором стану розуміння вихідної творчої математичної задачі, якості сформованої гіпотези розв’язку, якості самої перевірки. Адже той об’єм проблем, що вона охоплює, включає в себе сутність розв’язку, як такого, для даної математичної проблеми,  деякі сторони змісту сформованої гіпотези розв’язку, суб’єктивну потребу в більш чи менш розширеному обсязі інформації, що перевіряється.

Мікрозадача перевірки, у свою чергу, потребує розв’язання, що сприяє активізації творчих дій особистості. Однак її розв’язання може суттєво відрізнятися від традиційного процесу розв’язання задачі. Тому подальша пошукова діяльність більше нагадує інтерпретацію знайденого розв’язку з метою відшукання відповідей на ті запитання, що утворюють мікрозадачу апробаційного процесу. Але, в будь-якому випадку, мисленнєві дії при цьому спрямовані на довершення формування поняття розв’язку. Етап інтерпретації  розв’язку вихідної математичної задачі – четвертий мікроетап процесу перевірки гіпотези розв’язку. Інтерпретація в першу чергу забезпечує узгодженість між всіма складовими математичного мислення: логічною, інтуїтивною, просторовою, числовою, символьною.

У процесі апробації математичних результатів проводиться пошук аргументів, що свідчили б у їх користь або заперечували їх. Такими можуть бути результати, що мають ідентичний зміст, але входять до різних складових компонентів математичного мислення. Наприклад, результат, отриманий у вигляді конкретного числа, підтверджується при використанні математичних символів або інтерпретується за допомогою просторового об’єкта. Але по-справжньому  математично достовірним стає результат тоді, коли він витримує перевірку будь-яким із компонентів математичного мислення.

Саме тому, оперуючи математичними поняттями, символами, абстракціями, суб’єкту, що розв’язує математичну задачу, необхідно перевірити наскільки той абстрактний об’єкт, що утвориться в результаті реалізації його гіпотези розв’язку, відповідає описаній у задачі ситуації. Тобто через інтерпретації абстрактних символьних понять перевіряється якість змісту, який вони несуть на собі: числовий результат інтерпретується якісною оцінкою і, навпаки, певна якість отримує числову характеристику тощо.

В інших випадках мікрозадачі процесу апробації часто вимагають з’ясування того, наскільки зроблені висновки є достовірними для загального випадку або достовірними  для яких частинних випадків. Інтерпретація гіпотези розв’язку під таким кутом зору є важливою складовою логічного компоненту творчого математичного мислення. 

Не менш важливим є перевірка процесу виведення висновків. Незалежно від того, як вони здійснювались: за правилами формальної логіки чи інтуїтивно, розв’язуючий через ту чи іншу інтерпретацію формує свою впевненість (або невпевненість)  у їх достовірності.

Часто отриманий результат інтерпретується графічно й навпаки, отримана гіпотеза розв’язку у вигляді графіка чи геометричної побудови, піддається аналітичній інтерпретації. Наприклад, існування точки перетину ліній часто можна перевірити аналітичним чином. Поряд із цим, у випадку, коли існують сумніви у достовірності аналітичного результату, його геометрична ілюстрація може підсилити або спростувати такі сумніви. 

Проте знаходження відповіді на сформульовані на етапі перевірки запитання не обмежуються лише “прямою” інтерпретацією. Часто результат досягається шляхом виконання оберненої дії або застосування контрприкладів. З певним припущенням, такі дії – це також інтерпретація. Бо достовірний результат оберненої дії – це підтвердження прямої дії, а контрприклад – може служити ілюстрацією наявності помилки в міркуваннях, що зобов’язує суб’єкта ще її віднайти. Тобто в цьому випадку мікрозадача етапу перевірки може змінюватися.

Здійснена інтерпретація потребує формування висновків щодо якості гіпотези розв’язку. Тобто має місце ще один, п’ятий мікроетап перевірки сформованої гіпотези розв’язку. На цьому мікроетапі гіпотеза або отримує беззастережне схвалення, а отже стає розв’язком, або схвалення з певними зауваженнями, або повністю відкидається. У другому й третьому випадках пошуковий процес повертається до одного з мікроетапів процесу формування гіпотези або процесу розуміння і пошуковий процес триває далі. Хоч слід зауважити, що в експериментальному розв’язанні на такій стадії траплялись випадки відмови від подальшої роботи.

Шостим мікроетапом процесу перевірки сформованої гіпотези є включення результату перевірки у контекст задачі. До цього часу вже з’ясовано сумнівні кроки, відповідність  отриманого результату умовам і вимогам задачі, до дрібних деталей опрацьовані вузлові позиції гіпотези – все це забезпечує його інтерполяцію в зміст вихідної математичної проблеми. Тепер гіпотеза нагадує правильно підібрану частину мозаїки, що вміщується між умовою й вимогою задачі. І, нарешті, настає суб’єктивна впевненість у правильності сформованої гіпотези розв’язку. Тобто формування гіпотези розв’язку завершено.
У більш складних випадках, завдання, що формується для перевірки знайденого розв’язку, базується на “своєму” розумінні задачі. Тобто, результатом пошукового процесу на тому чи іншому його етапі є певне розуміння співвідношення умови задачі і сформованої гіпотези розв’язку або його частини: розуміння того, що може слугувати розв’язком, при яких умовах запропонована гіпотеза буде задовольняти ті вимоги, які йдуть від основного математичного завдання, задекларованого задачею.

Такий стан справ, у свою чергу, спричинює формування “гіпотези” (програми) виконання апробації отриманого результату зі всіма атрибутами необхідних пошукових дій. Це, наприклад, яскраво ілюструється при перевірці гіпотези розв’язку задач серії ХV (з неповним складом умови) і серії XVI ( із надлишковими даними в умові). Якщо в умові не вистачало даних і в процесі розуміння задачі це не виявлено, створюються програми по дослідженню сформованої гіпотези розв’язку при різних варіантах логічно виправданого, але самостійно заданого доповнення умови. (Часто досить оригінального доповнення.) Якщо ж текст завдання був переобтяжений зайвою умовою, будувались програми перевірки розв’язку, що включали всі вимоги. (Навіть    виправдували всі вимоги: “Ця інформація сприяє кращій перевірці гіпотези розв’язку.”)

Таким чином, очевидно, що перевірка гіпотез розв’язку творчих математичних задач  часто перетворюється у складний творчий етап. Адже відповіді на запитання, що при цьому виникають, не завжди очевидні. Відбір інформації, що слідує із запитань, потребує вмілого її використання з подальшим долученням інших, спочатку не виявлених математичних фактів. Це і перетворює процес перевірки у творчий пошуковий процес. Що ж до механізмів, які лежать в основі пошукових дій, спрямованих на перевірку гіпотези розв’язку, то це, як вже зазначалось, аналогія, реконструкція, комбінування.

Складаючи процесуально-динамічну характеристику процесу перевірки отриманих розв’язків творчих математичних задач, останнього з виділених нами етапів їх розв’язання, складемо загальну процесуально-динамічну характеристику пошукового процесу при їх розв’язанні. Нам видається зручним подати її у вигляді схеми, що зображена на рис. 5.2. 

Вона містить три головні лінії слідування, що відповідають трьом основним процесам: І – процесу розуміння; ІІ – процесу формування гіпотези; ІІІ – процесу апробації. Зображаючи їх одна під одною, ми тим самим намагались проілюструвати паралельне проходження цих процесів.
Місце зіставлення блоків різних процесів одного під одним, за нашим задумом, ілюструє місце появи тих чи інших мікроетапів кожного із трьох процесів. Наприклад, розміщення блоку “Виділення орієнтирів” із процесу формування гіпотези під блоками “Виділення головного й другорядного” і “Перекодування на свою мову” із процесу розуміння, відповідає нашій точці зору про те, що саме під час таких мікроетапів процесу розуміння виникають зародки процесу формування гіпотези розв’язку (виникає первинне поняття розв’язку).

Схема наочно ілюструє авторське бачення процесу розв’язання творчих математичних задач, як паралельного проходження процесів розуміння, формування гіпотези, апробації математичних результатів. Зауважимо, що зображена лінійність  проходження мікроетапів не завжди мала місце. Мова йде про численні повертання думки до вже пройденого, повторне проходження деяких із вказаних мікроетапів, про що описувалось вище. При цьому, незалежно якими основними мисленнєвими діями зайнятий суб’єкт (діями, спрямованими на розуміння, на формування гіпотези чи апробаційними діями), він може мисленнєво повернутись до будь-якого попереднього мікроетапу.

І. Розуміння задачі
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ІІ. Формування гіпотези розв’язку
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ІІІ. Апробація задуму
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Рисунок 5.2 - Загальна  схема процесу розв’язання творчих математичних задач.

Отже, у процесі перевірки творчих математичних задач можна виділити ряд мікроетапів: виділення окремої ланки в структурі  гіпотези розв’язку, відбір інформації, формування мікрозадачі перевірки, розв’язання цієї задачі, вписування сформованої гіпотези розв’язку в структуру задачі. Такі мікроетапи узгоджені із мікроетапами процесу розуміння й процесу формування гіпотези розв’язку і проходять паралельно, а у процесі апробації суб’єкт може повертатися до одного з них. 

5.4 Психологічні детермінанти помилок

пошукового математичного процесу

Інформацію про характер найбільш розповсюджених помилок учнів можна знайти у щорічних оглядах результатів вступних екзаменів у внз, що друкуються у професійних журналах, брошурах, які випускають внз, книгах, присвячених їх аналізу [наприклад  314]. Подібної інформації про найбільш характерні помилки допущені студентами внз при вивченні вищої математики, автору не зустрічались. 
Однак, навіть та інформація, що існує, є багатим матеріалом для психологічного дослідження. Зокрема З.І.Слепкань, досліджуючи психолого-педагогічні основи навчання математики, робить спробу проаналізувати математичні помилки, які допускають школярі. Автор детально розглядає помилки, допущені при виконанні різних математичних завдань: при обчисленнях, при тотожних перетвореннях, при доведеннях, при розв’язанні різних рівнянь тощо. З’ясовуючи зміст помилки, він дає дидактичні поради, як запобігти їх виникненню  [378].

Психологічний аналіз математичних помилок повинен мати на меті розкриття їх психологічної сутності й з’ясування причини появи. Серед таких є аналіз математичних помилок, проведений П.А.Шеварьовим. Автор аналізує допущені учнями помилки з позицій асоціативно-рефлексивної теорії. Згідно його точки зору, помилкова дія може виникнути лише у двох випадках: на основі неповної актуалізації асоціацій або на основі актуалізації помилкової асоціації [436].

Розкриття сутності помилок, що виникають у процесі математичної діяльності, є важливим як із практичної, так і з теоретичної точки зору. По-перше, він сприятиме вивченню закономірностей мисленнєвих процесів, що мають місце при розв’язанні математичних проблем, по-друге - результати аналізу доцільно використовувати при навчанні математики на різних рівнях, із метою оптимізації засвоєння математичних знань. 

Спробуємо дати аналіз помилок  математичної думки за тими експериментальними даними, що ми отримали в результаті проведеного дослідження. Зауважимо, що питання про математичні помилки необхідно ставити так, як вони ставляться в аналізі теоретичних досліджень, де в більшості випадків питання про істинність чи хибність ставиться в категорично-альтернативному розумінні: певне твердження мусить бути або вірним, або ні. Не змінює такого підходу й існування наближених обчислень у математиці, бо ця наближеність має своєрідну закономірність, примусовість, однозначність. 

Зауважимо, що в ряді видів творчості, такий підхід не може бути виправданим. Наприклад, в технічній творчості, де результат пошукових дій (винахід) може задовольнити принципи конкретної технічної дисципліни, але не задовольнити економічні вимоги; отримані розв’язки конкретної технічної проблеми можуть мати різні порівняльні оцінки (кращий, зручніший) і всі бути правильними з технічної точки зору. 

Крім того, для математики характерним є те, що її факти є “чистими”, позбавленими будь-якого суб’єктивного трактування. Якщо a=b, то а не може бути “більш рівним” чи “менш рівним” b, в залежності від того, хто ним оперує. Математичні факти можуть бути лише істинними (при певних умовах) або хибними (при певних умовах), а той, хто збирається ними оперувати, повинен враховувати їх сутність і умови достовірності.

Розв’язок творчої математичної задачі отримується в результаті використання конкретних математичних дій, прийомів у конкретній послідовності, конкретними суб’єктами. Тому помилки, які при цьому виникають, також мають конкретний зміст, що пов’язується із застосованими математичними діями, з конкретною послідовністю їх використання, із перебігом мисленнєвого процесу розв’язуючого: помилки, пов’язані з обчисленнями, з перетвореннями, із побудовою графіка тощо. 

Мисленнєві помилки в процесі експериментального розв’язання творчих математичних задач виникали на всіх етапах і мікроетапах пошукового процесу. В їх основі були похибки різних пізнавальних процесів (уваги, уяви, пам’яті тощо), емоційний стан, психологічні властивості особистості, що розв’язувала задачу. Отже, за своїм походженням, сутністю, місцем виникнення, математичні помилки дуже різноманітні. Для більшої результативності їх аналізу проведемо їх деяку класифікацію. З нашої точки зору, помилки слід об’єднати в групи, враховуючи їх характер і причини виникнення, незалежно від місця їх виникнення (від етапу чи мікроетапу пошукового процесу). Помилкове рішення має у своїй основі помилковий аргумент чи висновок. Виділимо ряд причин виникнення хибних висновків.

1. Асоціативний вплив. Як відомо, якщо дві події відбуваються близько в часі чи просторі, то на основі сформованого зв’язку у людському розумі, при настанні однієї з них, людина очікує другої. Так і при розв’язанні математичних задач: якщо із суб’єктивної точки зору конкретна задача, чи її частина, видається подібною до відомої, то той, хто розв’язує, переносить, елементи відомої задачі на нову, не помічаючи суттєвої відмінності між ними. Асоціативний вплив, як основа хибного висновку, найчастіше  спостерігався в дослідженні. 

Накопичено численну кількість доказів цього. Більш того, ми провели спеціальне дослідження для з’ясування місця й ролі асоціацій у творчому математичному процесі. З цієї точки зору, цікавими є результати розв’язання серії XIX, де студенти розв’язували послідовно дві задачі, що були дуже близькими за формою, але різними за сутністю. 53,2% учасників експерименту, при розв’язанні другої задачі, переносили на початкових етапах принцип розв’язання першої задачі. Щоправда в подальшому,  проводячи апробаційні дії, багато з них поміняли свою точку зору на зміст розв’язку, однак 23,1% розв’язуючих залишились при тій же думці, тобто допустили помилку під дією асоціативного впливу, що спричинила перша задача.

2. Неякісна аналогія. Про корисність використання аналогій у пошуковому математичному процесі вже говорилось не один раз. Використання аналогії – один з основних навичок мислення, основа розуміння будь-чого. Однак, аналоги можуть бути невірно використані. Наприклад, при розв’язанні задачі №3 серії XVIII, ряд студентів, переформульовуючи її для себе як задачу, в якій потрібно зашифрувати свої дії аналогічно до взірців, розв’язували її, дотримуючись лише форми вічок (круги, прямокутник, трикутник), в яких розміщували числа або математичні вирази без будь-якої закономірності. Тобто маємо ілюстрацію аналогії лише за зовнішніми ознаками, без проникнення в сутність і перенесення відомого в нові умови за неістотними параметрами. Описана “аналогія” є ілюстрацією неякісної аналогії, як причини виникнення хибних висновків.

3. Неповне порівняння. Воно часто має місце в побуті. Словесно його формулюють так : “А  краще”, “V швидше”. При цьому не конкретизується: “краще”, “швидше” за що? В математиці неповне порівняння має свою модифікацію. Вона виражається у використанні понять < і 
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, і на основі розуміння й оперування висловами “не більше, ніж”, “жодний”, “не перевищує”, “хоча б один” і т.п. Математичне використання таких символічних і словесних конструкцій передбачає їх чіткий математичний зміст. Наприклад, запис  a=b означає, що математичні об’єкти a і b рівні, запис a>b – що об’єкт a більший об’єкта b, запис a
[image: image60.wmf]³

b –  або а більше b, або вони рівні (і одне , і друге допускається). 

Часто при розв’язанні математичних задач студенти не дотримувались точного використання вказаних символів, що привело до продукування неповноцінних наслідків із математичних тверджень, а це, у свою чергу, приводило до хибних математичних висновків.

4. Хибна причина. Це висновок про причинний зв’язок між двома математичними твердженнями, який зроблено на основі слідування в часі одного з них за іншим, або їх одночасного існування. Це часто спостерігалось при розв’язанні задачі №7 серії VII, у процесі якого, отримується два рівняння з трьома невідомими. Така ситуація сприяє виникненню висновку про те, що задача не має розв’язку, бо в результаті набутого досвіду у деяких студентів склалось переконання в тому, що існування розв’язку системи рівнянь і відповідність кількості рівнянь кількості невідомих, взаємозв’язані, тому, зустрівшись із невідповідністю, вони роблять хибні висновки про те, що розв’язок не існує.

5. Незнання. Це одна з найочевидніших причин виникнення хибних висновків. За відсутності або недостатності знань та досвіду, суб’єкт не може створити повної картини, що описується задачею; не може виявити всі існуючі зв’язки між структурними елементами, з’ясувати їх властивості. Висновки, зроблені в такій інформаційно обмеженій обстановці, часто є хибними. 

6. Співвідношення цілого і його частин. Ми вже неодноразово загострювали увагу на важливості такого співвідношення, ілюстрували його. Ще раз наголосимо, що в математиці не завжди правомірний висновок про загальне твердження, зроблений на основі перевірки частинного і не завжди загальне твердження охоплює всі можливі розв’язки. Прикладом може бути розв’язання рівнянь і нерівностей з параметрами. Не врахувавши деяких частинних випадків, пов’язаних із конкретними значеннями параметра, можна допуститись помилки, вважаючи розв’язок достовірним для будь-якого значення параметра.

7. Послаблення протиріччя. Деколи студенти, розв’язуючи математичну задачу, допускають її спрощення: розв’язують не у загальному вигляді, а надаючи невідомим конкретного значення. Наприклад, коли у задачі мова йде про чотирикутник, вважають його паралелограмом; коли невідома подана у степені n: (
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x

), вважають n парним числом і т.п. При цьому не оговорюється, що це лише частинний випадок, а із загальним студент, наприклад, не може справитись. Тобто, мова йде про ті випадки, коли отриманий результат супроводжується суб’єктивним переконанням у достовірності знайденого розв’язку даної задачі, а хибність висновків і посилань не зауважена.

8. Неправдива дихотомія. Як відомо, у математиці щодо її тверджень часто можна сказати “так” або  “ні”. Це стає причиною того, що деякі піддослідні на ряд запитань IV серії, що були сформульовані так: “Чи існує ...” “Чи може бути ...”, вважали розв’язком відповідь: “так” або “ні”. Суб’єктивно вони формували завдання вибрати із двох можливих варіантів один – в цьому і полягав зміст їх розв’язку. Насправді ті задачі містили значно глибший смисл і передбачали значно більше можливих варіантів. Тобто, зустрічаються випадки, коли знайдений розв’язок має в основі описану неправдиву дихотомію: так – ні, в той час, як достовірний розв’язок включає проміжні варіанти (“так”, при умові..., “ні”, у випадку....) , що не помічалося розв’язуючими.

9. Приховування інформації. Часто суб’єкти, що розв’язують математичні задачі, свідомо ігнорують деяку інформацію, що входить у зміст задачі. Власне мова йде не про ті випадки, коли дещо не помічалось, а про свідоме підтасування нової задачної ситуації під існуюче стандартне рішення. Це спостерігалось при розв’язанні задач на побудову, евристичних задач, задач, що приводять до самообмеження.

10. “Замкнуте коло”. В цьому випадку умова стає переформульованим висновком, а структурна схема аргументації буде нагадувати коло, де висновок ґрунтується на тому ж переформульованому висновку. Наприклад, при розв’язанні задачі №3 серії XX, про можливість проведення площини через 4 точки, було зафіксовано таке міркування: “Як тільки проведемо площину, то при цій умові, буде можна її провести”.

11. Нерелевантність посилань і висновків. Неправильно зроблений висновок із конкретних умов, нерелевантність посилань при формуванні висновку часто мають у своїй основі погані знання. Прикладом можуть слугувати такі зафіксовані нами висновки, що мали місце в експериментальному дослідженні: “Функція зростаюча, тому має симетричний графік”, “Трикутник рівнобедрений, тому кожна його бісектриса є медіаною” і т.п. Поряд із цим, зустрічається використання таких посилань, що не пов’язані з висновком, не аргументують, не обґрунтовують його, хоч самі по собі є істинним математичним фактом. Це міркування на зразок: “... якщо x-1<x+1 , то    
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12. Самовпевненість. У процесі експериментального розв’язання задач зустрічались випадки, коли при з’ясуванні того, що знайдений розв’язок невірний, розв’язуючі не шукали помилки. Натомість вони намагались довести експериментатору, що задача “неправильна”, що вони діяли вірно, а оцінка їх результату хибна.

13. Інерційність посилань. Для ілюстрації висновків зроблених за інерцією розглянемо приклад розв’язання задачі №6 серії IV: 

“Порівняйте числа:  
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 - це не правомірний висновок, хоча ґрунтується на вірних посиланнях (кроки 1,2)

13. Звернення до традиції. При розв’язанні математичних задач, часто хибні висновки ґрунтуються на використанні аналога за принципом: “Ми так завжди робили”. В цьому випадку завуальовані нюанси задачі не виявляються. Вони ретушовуються основними орієнтирами задачі і провокують виникнення висновків без врахування таких нюансів.

14. Знання того, чого не можна взнати. Психологічну основу  в цьому випадку утворює самопереконання, що задачу не зуміє розв’язати.
15. Емоційний стан. Роздратування будь-чим перед розв’язуванням задачі, негативне ставлення до конкретної задачі заважає концентрації уваги, частіше приводить до хибних висновків.

Наведена класифікація помилок, що допускались студентами при експериментальному розв’язанні творчих математичних задач, дає підстави стверджувати, що хибні висновки є досить різноманітними і за змістом, і за психологічною сутністю. Деякі з них навіть висновками в певному розумінні цього слова важко назвати, бо вони є суб’єктивною думкою, сформованою в результаті спостереження. Адже, повноцінний математичний висновок мусить мати в основі обґрунтоване судження, що опирається на вірні математичні факти.

В цій роботі ми неодноразово наголошували, що творчий математичний процес має триєдиний зміст, триєдину сутність, включаючи когнітивний, операційний і особистісний компоненти. Ці три складові, виступаючи “авторами” позитивних результатів математичного мислення (розуміння математичної проблеми, продукування й розробки математичних гіпотез, апробації математичних результатів), в повній
 мірі відповідають і за помилки, які також часто продукуються розв’язуючими математичні задачі. 

Очевидно, що значна частина помилок, що виникають у математичному мисленні, має когнітивні засади. Саме неповні, поверхневі знання, слабкі навички спричинюють неповну актуалізацію необхідної інформації чи актуалізацію помилкових асоціацій, а це, у свою чергу, приводить до виникнення хибного первинного поняття розв’язку. Мисленнєве порушення математичних фактів, неврахування деяких умов для їх достовірності приводить до помилкових висновків, що у свою чергу, може спричинювати наповнення “неякісним” змістом первинного поняття про розв’язок, а, отже, породжувати неправильні розв’язки (наприклад, групи помилок 1, 4, 5).

Поява неправильних розв’язків також виникає на фоні суб’єктивних мисленнєвих тенденцій, що не до кінця сформовані у мисленнєві стратегії. Стратегія пошуку передбачає гнучке використання мисленнєвих операцій, в той час, як незріла стратегія породжує дії за існуючими у суб’єкта стереотипами.

По-перше – це стереотипи, пов’язані з підтвердженням тієї інформації, що відповідає суб’єктивній уяві про сутність речей. Вище наведено багато прикладів, щодо дії такого стереотипу. Психологічна сутність його полягає в тому, що на етапі вивчення умови, сформувалось неповне, недосконале розуміння задачі, а отже, виникло неправильне первинне поняття розв’язку. Це приводило до актуалізації лише частини знань і умінь суб’єкта, що обслуговують у подальшому таке розуміння задачної ситуації, а тому обмежують продукування гіпотез, “замикають” їх у певному колі. Так виникають гіпотези розв’язку, що відповідають конкретному стану розуміння задачі, конкретному суб’єктивному переконанню про саме таку сутність задачної ситуації, тому не настає зміни виниклого первинного поняття розв’язку.

По-друге – це стереотип, пов’язаний з  використанням найбільш наочної інформації. Наприклад, при розв’язанні експериментальної задачі серії XII (задачі з різним ступенем наочності), 87,3% студентів у першу чергу вибирали першу задачу (ту, що супроводжувалась ілюстрацією).  Саме наочна інформація, в першу чергу, перетворюється в орієнтир, спонукає до прогнозування, а згодом і до формування розв’язку. І якщо перевага наочної інформації настільки значуща для суб’єкта, що він не помічає існування іншої інформації, не менш важливої для даної задачі, він отримує неповне розуміння задачі, не правильно сформований розв’язок, що розвинувся з невірного первинного поняття розв’язку.

По-третє – це  стереотип, пов’язаний з прийняттям бажаного за дійсне: якщо суб’єкту хочеться отримати певний результат (наприклад, з’ясувати зв’язок між певними елементами чи їх властивостями), то він вірить, що такий результат більш імовірний, ніж його відсутність. Це призводить до концентрації мисленнєвих зусиль навколо бажаного проміжного результату, відволікання уваги від можливості отримати інші суттєві для розв’язку результати. При цьому може статися навіть так, що суб’єктивно очікуваний результат не обов’язково буде вірним  розв’язком, що може виявитися відразу після його отримання (або не виявитися взагалі, якщо суб’єкт не розв’язав поставлену перед ним задачу). 

В іншому випадку бажаний результат стає основою гіпотези розв’язку. “Під нього” добираються відповідні властивості, логічні кроки, що обґрунтовують його. І якщо очікуваний результат не повністю відповідає задачі (або повністю їй не відповідає), суб’єкт отримує неправильний розв’язок (проміжний чи кінцевий). Це ще раз ілюструє важливість якісного змісту первинного поняття розв’язку для подальших мисленнєвих дій.
По-четверте – це дії, виконані по інерції. Часто сформульовану гіпотезу розв’язку суб’єкту не вдається перевірити або він не може її реалізувати і замість того, щоб змінити таку гіпотезу, змінити методи її дослідження чи реалізації, суб’єкт ще раз і ще раз повертається до використаних мисленнєвих кроків. Мислячи по інерції у таких випадках, він хіба що перевіряє операції, пов’язані з обчисленнями чи математичними перетвореннями, а не шукає виходу із проблемної ситуації, задекларованої задачею. 
В експериментальному дослідженні таке часто спостерігалось, коли, наприклад, студент вирішив розв’язати задачу за допомогою рівняння, склав його, а розв’язати не може. Тоді, замість відмови від ідеї розв’язати задачу за допомогою рівняння, він по декілька разів складав його, вводячи інші змінні, перевіряючи всі кроки його перетворення.

Ми виділили ряд класів математичних помилок, що мають своєю основою особистісний компонент пошукового процесу (наприклад, 12,14). За змістом вони також стосувалися виникнення первинного поняття розв’язку, або наповнення його змістом.
Звичайно, як і кожний позитивний результат, помилки, яких допускаються розв’язуючі математичні задачі, мають інтегральні причини, а виділені складові (когнітивна, операційна, особистісна) мають характер домінант, в той чи інший момент розв’язання. Проте розчленування причин виникнення помилок на складові, дає більше можливостей для впливу на пошуковий процес із метою упередження  їх виникнення.

Отже, аналізуючи помилки, що мали місце при розв’язанні студентами творчих математичних задач, ми дійшли висновку, що а) помилки в математичних міркуваннях можуть виникати на будь-якому етапі пошукового процесу; б) вони мають психологічні засади, бо в їх основі лежать 1) неповні знання, поверхневі уміння й навички; 2) низька якість операційного компонента, що має в основі певні мисленнєві стереотипи; 3) емоційний стан та вольові якості суб’єктів, що їх розв’язують. Проведений аналіз дає право припустити, що продукт творчого мисленнєвого процесу можна покращити, поглибивши знання, вміння, навички розв’язуючих; мінімізувавши психологічний вплив виявлених стереотипів математичного мислення; формуючи суб’єктивну впевненість розв’язуючих у власних інтелектуальних потенціях.
* * *

Творче математичне мислення передбачає поєднання загальних мисленнєвих тенденцій, що мають місце при вирішенні творчих задач із суб’єктивними, заснованими на індивідуальному досвіді, вибірковим використанням людиною значущих для неї мисленнєвих прийомів, як то дії за аналогією, чи всупереч їй, чи комбінаторні дії тощо. Таке поєднання спрямовує пошуковий процес, залучаючи до нього потреби, знання, попередній досвід, увагу, уяву і т.п. При цьому процесуально-динамічний аспект виступає як цілісна форма синтезу різних психічних явищ, тобто системним утворенням мисленнєвого процесу людини і, поруч з цим, є характеристикою її мисленнєвого процесу.

Процесуально-динамічний аспект творчого мислення охоплює весь пошуковий процес. Зміст пошукових дій залежить від етапів розв’язування, в яких його процесуально-динамічна сторона не лише проявляється, але й формується. Якщо дотримуватися умовного поділу процесу розв’язування будь-якої творчої задачі на 3 етапи: вивчення умови, пошук розв’язку, перевірка знайденого розв’язку, то можна скласти процесуально-динамічну характеристику кожного з цих етапів. Але цілісна характеристика процесу розв’язування творчого завдання не є арифметичною сумою процесуально-динамічних характеристик цих трьох етапів. При цьому основні процеси (аналіз, синтез, прогнозування тощо) набувають різних форм на кожному етапі розв’язування, тому виконують різні завдання і дають різні результати для кожного з них.

 Основою процесу розуміння творчої математичної задачі є когнітивний компонент математичного процесу. Розуміння творчих математичних задач проходить як взаємодія нової математичної інформації (зміст задачі) із суб’єктивною системою математичних знань розв’язуючого через її інтерпретацію за допомогою різних складових математичного мислення (числового, символьного, просторового) як на усвідомленому, так і на неусвідомленому рівнях. 

Системотвірним чинником процесу проектування розв’язку творчих математичних задач є операційно-процесуальний компонент математичного мислення. Формуючись впродовж всього процесу розв’язування, проект розв’язку будується під дією певної суб’єктивної мисленнєвої тенденції (діяти за аналогією, всупереч аналогії, на основі комбінування, чи відразу, на основі всіх цих дій). 

Апробація математичних результатів – важливий складовий процес пошуку розв’язку математичних задач. Головним психологічним змістом цього процесу є порівняльні дії спрямовані на співставлення отриманого математичного результату з існуючою суб’єктивною системою знань і умовою та вимогою задачі. Апробаційні дії проводяться впродовж всього пошукового процесу (на всіх етапах розв’язування), при розв’язуванні творчих задач  будь-якого класу. Апробація отриманого розв’язку спрямовується загальною мисленнєвою стратегією, яка, у свою чергу, отримує завершення (суб’єктивну впевненість) через апробаційні дії. 

Творчий математичний процес передбачає загальну структуру, але це не означає його повної ідентичності при розв’язуванні математичних задач різних класів, типів тощо. Відмінності існують при розв’язуванні задач з різною вимогою: знайти невідому величину, побудувати, довести, дослідити. 
ЧАСТИНА ІІІ. ІНДИВІДУАЛЬНІ ПРОЯВИ ТВОРЧОГО МАТЕМАТИЧНОГО МИСЛЕННЯ 

ТА ЙОГО СТИМУЛЯЦІЯ

РОЗДІЛ 6. ІНДИВІДУАЛЬНО-ОСОБИСТІСНІ АСПЕКТИ ТВОРЧОГО МАТЕМАТИЧНОГО МИСЛЕННЯ

У цьому розділі роботи дається аналіз наукових підходів до поділу мисленнєвого процесу за індивідуальними відмінностями. Зокрема, описуються принципи виділення математичних стилів, що притаманні людям, які займаються творчою математичною діяльністю.

Визначається авторський підхід до критеріїв поділу мисленнєвої математичної діяльності студентів на творчі математичні стилі, який полягає в характері перебігу усвідомлених логічних кроків та місці й ролі неусвідомлених актів у пошуковому процесі. На основі цих критеріїв виділяється й аналізується три математичні стилі мислення студентів: диференціальний, інтегральний, диференціально-інтегральний. Вивчається взаємозв’язок мисленнєвих стратегій суб’єктів та їх творчих математичних стилів. Аналізу піддаються стильові відмінності процесів розуміння, формування гіпотези, апробації мисленнєвих дій.

Спеціальний параграф цього розділу присвячено аналізу пошукових дій суб’єктів із різними  математичними стилями при розв’язанні задач різних класів. Такий аналіз проводиться з акцентом на складових математичного мислення, кожен із яких, на думку автора, яскравіше проявляється при розв’язанні певного класу математичних задач.

6.1 Стиль мислення як індивідуально-особистісна характеристика пошукового мисленнєвого процесу 

Мисленнєва діяльність завжди  особистісно й індивідуально  своєрідна. Цей аспект пошукової діяльності завжди привертав увагу психологів [1, 35, 85, 109, 125, 137, 164, 187, 204, 228, 259, 297, 373, 381, 421, 434, 461]. Одним із завдань нашого дослідження творчого математичного мислення було з’ясування змісту наявних у ньому індивідуально-особистісних відмінностей.

 Індивідуально-особистісні особливості пошукової діяльності проявляються у можливості бачити проблемну ситуацію, у формулюванні задачі для себе, в особливості аналізу і використання умов задачі, у співвідношенні усвідомленого і неусвідомленого, в характері емоційного регулювання пошуку, в тактиках цілеутворення тощо. Тобто, коли в процесі мислення в людини  виникає певний бар’єр, який перешкоджає думці і заважає бачити те, що знаходиться далі, виникнувши автоматично, він так не зникає. Подолання бар’єра здійснюється завдяки тому, що з процесом пошуку розв’язку проблеми, перетинаються деякі інші, зовсім із цим не пов’язані процеси, що допомагають суб’єктові вгледіти відповідь на питання, яке він намагається знайти. Самі по собі ці другі процеси здійснюються нескінчену кількість разів у свідомості багатьох людей, що шукають відповідь на те саме питання і не наводять їх на яке-небудь рішення. Більш того, свідомість одних людей здатна вибірково фіксувати певного типу процеси і продукувати дії, які мають також вибірковий, властивий цій особі, характер. В цьому суть індивідуально-особистісних відмінностей процесу мислення.
О.К.Тихомиров та його співробітники проводили експериментальне вивчення інтелектуальної діяльності, вважаючи особистісні фактори її механізмами. До таких факторів було віднесено операційний смисл, емоції, мотиви, цілеутворення. Установлено, що в результаті  дослідницьких дій піддослідного один і той же елемент проблемної ситуації виступає для нього по-різному на різних етапах процесу розв’язання. Така специфічна індивідуальна форма відображення суб’єктом різних аспектів проблемної ситуації була названа “операційним смислом” об’єкта. Було виявлено існування невербалізованих і вербалізованих смислів, взаємодія яких визначає індивідуальний напрям пошуку розв’язку [397, 398, 399]. 

В нашому експериментальному дослідженні пошукової математичної діяльності ми неодноразово також спостерігали функціонування різних операційних смислів одних і тих же математичних об’єктів, що були притаманні різним особам.

О.К.Тихомировим було також доведено, що при розв’язанні складних інтелектуальних задач, стан емоційної активності, як правило, передує моменту прийняття критичного рішення про подальший мисленнєвий крок, випереджуючи його смислове формулювання. Тобто виявлено емоційне випередження мисленнєвого з’ясування зони пошуку, зміни характеру пошуку, розв’язання проблеми. Це свідчить про безпосередню участь емоцій у регулюванні інтелектуальною діяльністю.

Завдання, які розв’язує людина, мають певну соціальну й особистісну значущість, що визначається їх відношенням до суспільних та індивідуальних потреб. Тому вирішальною умовою, що забезпечує розгортання процесу розв’язання задачі, є прийняття задачі: пов’язування задачі з певною, вже існуючою, особистісно актуалізованою в даній ситуації, мотиваційною структурою. 

Мотивація - головна характеристика суб’єктивного аспекту процесу будь-якої діяльності, основне джерело його активності [42, 74, 146, 399, 441]. Тобто, до мотиваційної сфери відносять все те, що спонукає активність особистості – від безлічі щоденних дій до різноманітних видів систематичної діяльності. Мотиви будь-якої людини утворюють цілісну систему, що має свою динаміку, ієрархію, різну тривалість у часі. Вони займають провідне місце в структурі особистості, відбиваючись у її характері, емоціях, здібностях, діяльності тощо.
Коли суб’єкт розв’язує задачу, вона завжди викликає певне його відношення до себе. Задача оцінюється ним, має для нього особистісний смисл, в чому і проявляються особливості мотивації мислення. Л.С.Виготський підкреслював, що “…сама думка родиться не з іншої думки, а з мотиваційної сфери нашої свідомості, яка охоплює наші захоплення і потреби, наші інтереси і потяги, наші афекти і емоції” [89, с. 357].

Ми спостерігали різні мотиви під час експериментального розв’язання творчих математичних задач, про що вже згадувалося в попередніх розділах. По-перше, при розв’язанні нових математичних задач для суб’єкта часто основним є мотив творчості: діяльність будується для створення, віднайдення нового, невідомого математичного новоутворення. Людині подобається шукати це нове за допомогою своїх мисленнєвих зусиль, оперуючи формалізованими математичними об’єктами.

По-друге, кожній людині властиві певні задатки, тому вона відчуває схильність до занять певним видом діяльності. Адже саме інтерес приводить людину до бажання розв’язувати математичну задачу, а не хімічну, фізичну тощо. Інтерес до мисленого маніпулювання абстрактними математичними поняттями лежить в основі індивідуальних особливостей математика – людини, що з-поміж різних видів діяльності обирає пошуковий процес, спрямований на розв’язання математичної проблеми.

По-третє - пізнавальний мотив. Розв’язавши нову задачу, людина дізнається для себе про новий факт (зокрема, математичний), набуває нових знань, тим самим задовольняє свої інтереси, свою цікавість.

По-четверте, суб’єктивна діяльність спрямована на досягнення результату, тому  при ознайомленні з новою невідомою задачею, у суб’єкта часто виникає бажання розв’язати її будь-якою ціною. Отже має місце мотив досягнення мети.

Варто зауважити, що пошукова діяльність часто спрямовується відразу кількома мотивами, в той час як їх відсутність сприяє відмові від пошуку розв’язку.

Особистісні ознаки проявляються і в цілеутворенні, що має місце в пошуковій діяльності. Мова йде про особливості перетворення мотивів діяльності в мотив-мету, перетворення побічних результатів діяльності в мету, виділення проміжної мети при наявності перешкод у діяльності, співвідношення загальної й конкретної мети [399].

У літературі зустрічається аналіз особливостей мисленнєвих процесів людей, схильних до математичної діяльності. Зокрема, С.А.Ізюмова, порівнюючи психофізіологічні показники “математиків” і  “літераторів”, зауважує, що “математики” характеризуються здатністю до переробки інформації, розвиненим словесно-логічним мисленням, здатністю до узагальнень, високим суб’єктивним контролем над ситуацією й організацією поведінки. При цьому, для математиків переробка інформації відбувається на основі оволодіння смислового структурного матеріалу [164].

Визнаючи наявність у мисленнєвому процесі певних індивідуально-особистісних ознак, дослідники констатують їх неоднозначну психологічну значущість для різних суб’єктів, їх різний якісний зміст. А різне поєднання різних за якістю ознак забезпечує ту індивідуальну своєрідність інтелектуальної діяльності, що притаманна кожній особистості зокрема [6, 9, 48, 56, 359, 395,461]. Опираючись на різні індивідуально-особистісні ознаки, науковці здійснюють поділ мисленнєвого процесу людини  на види, типи і т.п., що сприяє більш глибшому його вивченню [1, 77, 109, 110, 315, 322]. Досить розповсюдженим є виділення практичного [32, 147, 204] і теоретичного мислення [165, 175, 183]. При цьому основною ознакою теоретичного мислення вважається  здатність до знаходження загальних закономірностей, а практичного - розв’язання конкретних задач в умовах обмеженого часу.

У фундаментальних роботах С.Л.Рубінштейна [359, 360] і Б.М.Теплова [394] показано, що мислення теоретичне й практичне одного порядку складності й гетерогенності. Б.М.Теплов вважав  поділ розуму на теоретичний і практичний  науковою абстракцією: “Інтелект у людини один, і єдині основні механізми мислення, але різні форми мисленнєвої діяльності, бо різні завдання, що стоять у тому чи іншому випадку перед розумом людини….  Саме в такому розумінні і треба говорити у психології про практичний і теоретичний розум” [394, с. 29]. Поряд із цим, Б.М.Теплов поділяє розум за суб’єктивною здатністю до аналізу й синтезу. Він виділяє три типи: аналітичний, синтетичний і врівноважений.

В.В.Давидов уводить інші два види мислення: емпіричний і теоретичний, при цьому критерієм є вміння чи невміння суб’єкта здійснювати змістовний аналіз чи рефлексію [125].

Психологи характеризують особливості теоретичного мислення через особливості аналізу змісту проблеми, що розв’язується (виявлення суттєвого через пошук генетичного вихідного відношення й абстрагування його від несуттєвого); через особливості планування (побудова оптимальної у даних умовах системи дій); через особливості рефлексії (уміння суб’єкта розглядати основу своїх дій, методів розв’язання проблеми) [394].

Взаємодії емпіричного й теоретичного мислення присвячено ряд досліджень [26, 153, 394]. Зокрема, Р.Атаханов розглядає 4 рівні мислення: 1) емпіричний, 2) аналітичний, 3) плануючий, 4) рефлексуючий, зауважуючи при цьому, що 2, 3,4 рівні - це рівні творчого мислення. Акцентуючи увагу на тому, що мислення функціонує в певному конкретному предметному просторі, автор справедливо наголошує, що невірно ототожнювати особливості мислення, які виникли на певному матеріалі (наприклад, на математичному матеріалі) із сформованістю загальних можливостей людини в мисленні [26]. 
Такий підхід до оцінки суб’єктивних відмінностей мисленнєвого процесу  не дає повної характеристики індивідуальних відмінностей мислення людини й мислення математика, зокрема. Це швидше градація мисленнєвого процесу в генетичному плані, що є, безумовно корисною, але не відповідає на багато запитань.

С.Ю.Степанов, І.Н.Семенов, В.К.Зарецький розглядають продуктивний і репродуктивний типи мислення. Цей поділ ґрунтується на ступені новизни, що отримується як продукт мисленнєвої діяльності, по відношенню до знань суб’єкта. Перший характеризується високим залученням смислової сфери й домінуванням її над змістом, високою інтенсивністю рефлексії, високим ступенем усвідомленості засобів розв’язання, яскраво вираженим домінуванням рефлексивного компонента в організації пізнавальної діяльності. У репродуктивному типі мислення зміст домінує над смислом, переважає екстенсивна рефлексія, низький ступінь усвідомленості засобів розв’язання [153].

У психології творчості також проводяться дослідження індивідуальних особливостей мисленнєвої діяльності людини [182, 183, 252, 484]. Аналіз творчої особистості тут розпочався з вивчення мисленнєвої діяльності геніїв, потім перейшов до вивчення обдарованості і тепер проводиться вивчення сукупності здібностей творця. Нагадаємо, що здібності - це такі індивідуально-психологічні відмінності, що не зводяться лише до знань, умінь і забезпечують успішність виконання певної діяльності. Однак, хоч відмінності між людьми за здібностями - це відмінності не кількісні, а якісні, все ж успішність діяльності не визначається певною здібністю, а своєрідним поєднанням різних здібностей.

Ще Б.М.Теплов у свій час стверджував, що успішне здійснення будь-якої діяльності може виконуватися принципово різними шляхами, в залежності від вираженості і специфіки різних здібностей людини. В цьому суть його принципу компенсації одних властивостей іншими: “…відносна слабкість будь-якої однієї здібності зовсім не виключає можливість успішного виконання навіть такої діяльності, яка найбільш тісно пов’язана з цією здібністю. Недостаюча здібність може бути в дуже широких межах компенсована іншими, високорозвиненими  у даної людини” [394, с. 21]. 
Саме тому, аналіз здібностей людини не може дати вичерпної характеристики індивідуально-особистісних факторів її мисленнєвого процесу. Крім того, в ряді досліджень відбувається розширення складу характеристик творчої особистості, об’єктом дослідження стають такі здібності, які швидше супроводжують творчий процес, а не утворюють його зміст, його осередок. Намагання виявити якнайповніший список здібностей веде до розмивання понять оригінальність, новизна, що є визначальними для характеристики творчості.

Математичні здібності школярів досліджував В.А.Крутецький [211]. Автор виділив і дослідив ряд компонентів математичних здібностей: 1) здібність до відокремлення форми від змісту і оперування формальними структурами, структурними відношеннями й зв’язками; 2) здібність до узагальнення; 3) здібність до оперування знаками й символами; 4) здібність до послідовного й вірного розчленування мислення; 5) здібність до мислення згорнутими структурами; 6) здібність до зворотності мисленнєвого процесу; 7) гнучкість мислення; 8) математична пам’ять; 
9) просторова уява.

На основі аналізу здібностей автор виділяє три групи учнів (сильні, середні, слабкі) і дає аналіз мисленнєвої діяльності представників кожної групи. Така відмінність полягає у:  
1) різному ступені розвитку здібностей до узагальнення математичного матеріалу; 2) різній швидкості процесу згортання міркувань і системи дій при розв’язанні задач; 3) у різній здібності до переключення з прямого на зворотний хід думки; 4) у різному аналітико-синтетичному сприйнятті умови; 5) у ступені гнучкості розумових процесів.

Дещо інший підхід до поділу інтелектуальної діяльності на типи запропонував В.О.Моляко Це стратегіально-тактичний підхід. Він полягає у вичлененні в інтелектуальній діяльності цілісної системи, що організовує й керує нею впродовж усього творчого процесу, а її характер визначає тип мисленнєвої діяльності. 
Стратегія пошукової діяльності містить у собі загальний напрям і може бути спільною для суб’єктів, що розв’язують задачі різними способами. Поняття “стратегія” охоплює всю структуру процесу розв’язання: підготовчі дії (розуміння умови), плануючі дії (формування гіпотези), реалізуючі дії (перевірка гіпотези). “Суб’єкт приймає важливі для себе рішення про настання розуміння умови задачі, про формування задуму, про правильність своїх дій, про їх відповідність задуму. Між цими “вузловими” рішеннями, оцінками, вибором структур і функцій приймається цілий ряд інших рішень, менших за масштабом і менш значущих для розв’язання задачі в цілому. Уся ця система прийняття рішень, що входить у структуру стратегії, є регулятором процесу розумової діяльності” [292, с. 57].

Автор називає три основні складові будь-якої стратегії (три “точки опори”): розуміння, прогнозування розв’язку, суб’єктивна впевненість в адекватності гіпотези, підкреслюючи, що саму стратегію визначають  домінуючі дії. Реалізуються стратегії за допомогою конкретних дій, поєднання яких є певною мисленнєвою тактикою. Тактичні прийоми зустрічаються в різних поєднаннях, але всі вони спрямовані, підпорядковані тією чи іншою стратегічною тенденцією. Стратегії, на думку В.О.Моляко, особистісні, тактики - ситуативні. ”Одні і ті самі тактики використовують різні конструктори в самих різноманітних ситуаціях, в той час як певні стратегії більш властиві конкретному конструктору, більш корелюються з його здібностями, спрямованістю особистості” [292, с. 62-63].

Запропонована дослідником класифікація інтелектуальних стратегій є узагальнюючою. Це спроба системного розгляду творчого інтелекту як у діяльнісному, так і у генетичному аспекті. Це підтверджується наявністю більш складних стратегій (універсальної, комбінаторної) у суб’єктів, що стоять вище за інтелектуальним розвитком (інженерів із досвідом роботи) і, навпаки, у школярів переважала стратегія пошуку аналогів або випадкових підстановок.

Слід зауважити, що підхід до мислення як до діяльності в межах певної стратегії останнім часом активізувався [52, 110, 189, 418, 452, 455]. Зокрема, В.С.Гончаров проводить дослідження залежності стратегії пошуку розв’язку від типу мислення. Вводячи три типи мислення: “теоретики”, “емпірики”, “проміжний тип”, автор вводить три типи стратегій: А, В, С і дає характеристику поєднань стратегій для кожного типу мислення.  При цьому, дослідник називає стратегіями набір певних мисленнєвих прийомів і дій, не даючи кваліфікованої оцінки поняттю “стратегія”, не розкриваючи його психологічного змісту [110].
Що ж до математичного мислення, то в літературі також зустрічається виділення в ньому різних індивідуально-особистісних ознак та поділ його на види, типи,  за цими ознаками. До таких належить, наприклад, поділ на “алгебраїстів” і ”геометрів.” Мова йде про те, що ряд суб’єктів, розв’язуючи математичну задачу, віддають перевагу аналітичному чи наочному методові інтерпретації умови й пошуку розв’язку. Більш того, у дослідженнях В.А.Крутецького яскраво показано, що, коли у суб’єкта є вибір задачі (геометрична чи алгебраїчна), він також вибирає ту, що відповідає його типу математичного мислення [211]. Такий поділ фіксують і дослідники-математики й викладачі математики з багаторічним стажем.  Слід відзначити, що в літературі зустрічаються спроби пояснити такий суб’єктивний вибір виключно  сформованістю  минулим  досвідом  певного  стереотипу  мислення [112], що, на нашу думку, не зовсім відповідає дійсності. 
Математики й дослідники математичної творчості А.Пуанкаре, Ф.Клейн, Г.Вейль, Ж.Адамар дотримувались поділу математиків на логіків та інтуїтивістів. На думку Г.Вейля: “… можна сказати, що математику штовхають  вперед  в основному ті, хто відмічений даром інтуїції, а не строгого доведення” [78, с. 24]. При такому поділі до логіків відносили математиків із вузько спрямованим потоком думок, що продукують ідеї, які можна прослідкувати від зародження до позитивного результату (думки лежать на поверхні). Інтуїтивних математиків характеризує широке розсіювання думок, що продукуються в значній мірі неусвідомлено [5]. 
Дослідження математичного мислення, що проводив  Д.Пойя, підтверджують справедливість такого поділу. На його думку, для того, щоб бути хорошим математиком, необхідно вміти добре здогадуватись й вміти досліджувати догадки (порівнювати з відомими фактами, в разі потреби змінювати їх) [325, 326].

Ж.Адамар вбачає корисність у поділі математиків на тих, хто здійснює відкриття і тих, хто використовує математику для прикладних цілей. Тобто мова йде про суб’єктивну постановку одного із двох завдань; ціль відома - потрібно знайти засоби; виявити існування певного факту й уявити для чого він [5]. Це справді суттєво для математики, бо математичні відкриття значно багатші наслідками, значення й зміст яких потребує встановлення після основного відкриття.
Усі впровадженні науковцями спроби вичленити в індивідуальній діяльності людини (у тому числі і в математичній) певні типи, види за індивідуальними ознаками, не є досконалими, тому ці спроби щоразу повторюються, а в їх основу закладаються інші ознаки поділу.

Останнім часом науковці звернули свою увагу на з’ясування стилю діяльності, як інтегрального поняття, що дає інформацію про індивідуально-особистісну своєрідність діяльності [85, 152, 166, 167, 168, 187, 213, 234, 297, 298, 299, 317, 385, 386, 387, 422, 482]. Адже загально визнаним серед дослідників є положення про обумовленість стилевих закономірностей властивостями людської індивідуальності. Як вдало зауважує М.Холодная: ”... різні піддослідні по-різному ментально “бачать” одну і ту ж ситуацію і, відповідно, по-різному на неї реагують (оцінюють, приймають рішення, виказують судження і т.п.). Саме ці фактори і стали фундаментом ідеології стильового підходу“ [386, с. 53].

Спочатку (у 50-х роках) погляд на поняття стилю формувався на межі аналізу психології сприймання та індивідуальних відмінностей і виражався в положенні про необхідність врахування в процесах сприймання й пізнання особистісних змінних. Стиль визначався як характеристика системи операцій, до яких особистість схильна через свої індивідуальні властивості [483], як особливості перероблення людиною інформації [493], як індивідуальні особливості діяльності, що обумовлені особливостями нервової системи [187].

Новий погляд на проблему (90-і роки) містить прагнення дослідників феномена стилю вийти за межі парадигми індивідуальних відмінностей і розглядати цю проблему через призму психологічних закономірностей [386]. Так виникає новий термін “стиль людини”, що підкреслює цілісність цієї унікальної характеристики методів взаємодії індивіда з оточуючим світом. Як зазначає А.В.Лібін: “Стиль – це своєрідна мембрана між усвідомленими й неусвідомленими діями в структурі поведінки, між внутрішньою готовністю особистості і зовнішньою “зручністю” умов, між суб’єктивною можливістю й об’єктивною даністю...” [234, с. 124].

  Стиль займає рубіжне положення між індивідуальністю й середовищем, бо він є одночасно і винаходом людини, і засобом будь-якої діяльності чи активності, що спрямована на перетворення середовища (стиль малювання, стиль письма, стиль пізнання тощо). Це створює підгрунтя для дослідження стилю людини або через вивчення її індивідуальності, або через вивчення особливостей тієї діяльності, у процесі якої даний стиль виник. Ці підходи були реалізовані в психології [124, 134, 187, 233, 259, 471, 482].

Зокрема, В.С.Мерлін вивів важливі закономірності, що власне сприяють формуванню індивідуального стилю в будь-якій діяльності [259]. Це, по-перше, існування зони невизначеності як умови формування стилю: людина, усвідомлюючи багатоваріантність методів виконання діяльності, обмежується одним, конкретним, який відповідає її стилю. При цьому зона невизначеності суб’єктивно обумовлена: різні люди бачать різну кількість варіантів. Тобто, внутрішня й зовнішня свобода діяльності є умовою породження стилів. Але ці ж умови забезпечують виникнення  різного операційного змісту об’єктів, що включені у мисленнєву діяльність, тому стиль мисленнєвої діяльності може служити індикатором операційного змісту, а отже й  індикатором особистісного фактора інтелектуальної діяльності.

По-друге, стиль формується лише при наявності позитивного відношення до діяльності, особистої участі в ній. При цьому, варто наголосити, що індивідуальний стиль не завжди є “найкращим” (оптимальнішим, раціональнішим, результативнішим тощо). Тобто стиль забезпечує емоційний фон пошукового процесу.

Більш того, як доведено дослідженнями Е.П.Ільїна, пристосування діяльності до людини через індивідуальний стиль може вступати в протиріччя з його предметним результатом [167]. Використання індивідуального стилю приводить у більшій мірі до емоційного задоволення від діяльності, ніж від очікуваних результатів, а вибір раціонального, але “не свого” стилю приводить до різкого падіння емоційного задоволення.  Водночас, стиль може сприяти як адаптації людини до діяльності, так і адаптації діяльності до людини, а також і до того і до другого одночасно [386], а, тому виражати сутність мотиваційного аспекту діяльності та його процесу цілеутворення.

Отже, через аналіз стилю мисленнєвої діяльності можна знайти інформацію про ті досить різносторонні аспекти особистісної сторони інтелектуальної діяльності, які ввів свого часу О.К.Тихомиров (операційний смисл, емоції, мотиви, цілеутворення) [399], але не лише про них.

Згідно позицій В.С.Мерліна, індивідуальний стиль володіє системотвірною функцією, тобто є зв’язковою ланкою між різними рівнями (від біохімічного, до соціально-психологічного) індивідуальності , бо, формуючись порівняно пізно, він опирається на вже установлені індивідуальні та особистісні властивості, пов’язуючи їх у єдине ціле. Більш того, стиль виконує компенсаторну функцію, допомагаючи людині опертися на свої сильні сторони в будь-якій діяльності [259]. 

Поряд із цим, дослідники стилів діяльності людини застерігають, що не будь-які особистісні прояви, які пов’язані з багатьма рівнями індивідуальності є стилем. Інтегральна індивідуальність проявляється не лише через стиль, а і в ситуативних реакціях, тому, як підкреслює І.П.Шкуратова: “Єдино надійним доведенням належності дій, які спостерігаються, до стилю є їх перенесення суб’єктом із ситуації у ситуацію й стійкість на тривалих відрізках часу”  [386, с. 22-23]. Це стосується і стилю в мистецтві, і стилю в спілкуванні, аж до стилю життя.

Таким чином, вивчення індивідуально-особистісних факторів пошукової діяльності, що включає особистісні переваги, загальні закономірності психіки і об’єктивні умови можна здійснювати через виділення і аналіз стилів діяльності людини в тій чи іншій галузі.

6.2 Стилі математичного мислення 
У даній роботі ми обмежимось аналізом математичного стилю і зробимо спробу проаналізувати індивідуально-особистісні фактори математичного процесу студентів технічного внз через виділені нами математичні стилі. Термін “стиль у математиці” використовується в роботах по історії математики, філософії математики. Він має важливе смислове навантаження і позначає  визначальні особливості індивідуальних проявів математичної творчості; специфіку напрямків математики; характерні риси різних наукових шкіл, математики різних географічних регіонів; моменти історичних періодів розвитку математики [85, 213, 317, 355, 387]. 

Такий широкий і різноплановий об’єм ознак, що визначають його зміст, викликає дискусії науковців. А.Ф.Кудряшов вважає, що стиль математичного мислення пов’язаний з перевагами математика в системі модальних антологій. Тобто, стиль математика залежить від математичної картини світу. Різниця математичних висловлювань по модальності є достовірним фактом, тому, на думку автора, через виділення відповідних модальних антологій можна диференціювати математиків за стилем мислення [213].

В.Я.Пермінов звертає увагу науковців на існуючі в структурі знань математика дві принципово відмінні одна від одної системи уявлень – емпіричної й категоріальної. Причому, та частина уявлень, що пов’язана з категоріями і з логікою розміщена принципово в іншому вимірі і якісно відрізняється від системи емпіричних уявлень як по генезису, так і по  функціях. Згідно його точки зору, саме зміст поєднання емпіричної й категоріальної систем у мисленні математиків і є тією основою, що дає право диференціювати їх мислення щодо стилів [317].

Вважаючи математичний стиль поєднанням змісту й форми творчої математичної діяльності, В.Є.Войцехович виділяє три фактори, що на його думку лежать в основі класифікації математичного мислення вчених на стилі: 1) особа вченого (емоції, інтелект, пам’ять, воля, система цінностей, перевага дискретних чи неперервних процесів у мисленні, спрямованість на відкриття, новизну чи на обґрунтування раніше отриманого знання і т.п.); 2) специфічні властивості математичного знання (вимога його доказовості, трансцендентність, формально-знаковий характер, орієнтація на істину, а не на користь, зв’язки з природничими і гуманітарними знаннями і т.п.); 3) соціокультурний контекст даного часу (специфіка культури, пануючий світогляд, спрямованість наукового товариства). Згідно точки зору цього автора, стилі надзвичайно різноманітні й розміщені між двома полюсами: змістовий - формальний; дискретний – неперервний; національний – інтернаціональний; тимчасовий –  вічний тощо. [85].

Л.Б.Султанова стверджує, що неявні знання та інтуїція визначають стиль математичного мислення. Така точка зору ґрунтується на тому, що будь-яка людина носить у собі уявлення, які вона ніколи не доводить до вербального вираження і які ніколи не стають інтерсуб’єктивними. В результаті осяяння неявне знання може бути вербалізоване і перетворене через дискурсивні міркування в явне математичне знання, виражене безпосередньо в символах і термінах математики. На цій основі автор обґрунтовує виділення двох стилів: аналітичного та інтуїтивістичного [387].

Отже, математичний стиль – це така сукупність індивідуально-особистісних ознак, що відрізняє діяльність в галузі математики однієї людини від такої ж діяльності іншої, не стосуючись технологічних особливостей цієї діяльності, тобто – це проявлення багатоплановості конкретного виду діяльності і її результатів. Стиль – це мисленнєвий почерк, індивідуальна особливість людини.

Аналізуючи пошуковий процес при розв’язанні творчих математичних задач студентів технічного внз, ми зробили спробу виділити їм притаманні математичні стилі. За критерій поділу ми брали місце й роль неусвідомлених актів та характер перебігу усвідомлених логічних кроків у пошуковому процесі [371, 440]. Для проведення класифікації мисленнєвих дій студентів, спрямованих на розв’язання творчих математичних завдань, ми аналізували їх пошуковий процес при розв’язанні ними таких задач:
1. Розв’язати  рівняння:    
[image: image66.wmf]3

1

3

x

1

x

=

+


2. Побудувати трикутник, що проходить через 4 точки,  які розміщені так, що жодні з трьох не лежать на одній прямій, з’єднавши їх  трьома відрізками, щоб при цьому не відривати олівця від паперу.

3. З точки С на колі опущено два перпендикуляри СА і СВ на два взаємоперпендикулярні діаметри (див рис. 6.1). Обчислити величину відрізка АВ, якщо радіус кола рівний 5см.  
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               Рисунок 6.1

Це багатосмислові задачі, що містять приховану проблему. Перша  й третя задачі передбачають кілька варіантів розв’язків. Кожен із таких варіантів ґрунтується на різних узагальнених схемах, що відображають певний смисл задачі. У процесі розв’язання  цих задач мислення повинно опиратися на логічний, числовий і просторовий компоненти, крім того, їх розв’язання передбачає виникнення догадок, тому аналіз мисленнєвих дій при їх розв’язанні ми поклали в основу диференціації математичних мисленнєвих дій за стилями.

Першу задачу можна швидко розв’язати, коли здогадатись переструктурувати рівняння таким  чином: 
[image: image67.wmf]
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, звідки слідує, що 
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Зміст догадки в третій задачі полягає в побудові ще одного радіуса з точки С (див. рис. 6.2). Оскільки діагоналі прямокутника рівні, то шукана діагональ АВ рівна радіусу СО, отже  АВ=5см. 

Але ці задачі можна розв’язати,  не опираючись на вказані догадки. В цих випадках догадки сприяють швидшому розв’язанню задач і є ілюстраціями процесу виникнення неусвідомлених мисленнєвих знахідок та їх функціонування при розв’язанні творчих математичних задач.
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Рисунок 6.2

Друга задача підсвідомо спонукає розв’язуючого до певної трафаретної дії. Сприймаючи чотири точки як вершини уявного чотирикутника, розв’язуючі мисленнєво залишаються в його межах. Більш того, вони сприймають задані точки за вершини чотирикутника. В той час, як розв’язок потребує виходу за межі уявного чотирикутника й відмови від використання даних точок як вершин майбутнього трикутника. Тобто, аналіз пошукового процесу в цьому випадку також дає інформацію про взаємодію усвідомлених і неусвідомлених мисленнєвих актів. 

Проаналізувавши пошуковий процес студентів, ми виділили 3, на нашу думку, різних за характером перебігу, шляхи подолання математичної проблеми. Проілюструємо це на вказаних задачах.

Перша задача.

І. З’ясовується область визначення (
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) і проводяться наступні алгебраїчні перетворення:     
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.  Отриманий результат перевіряється методом підстановки.

ІІ.   Після короткотривалого вивчення умови виникає догадка, про яку згадувалось вище, і на її основі відразу подається відповідь: 
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ІІІ.  Не з’ясовуючи область визначення, розпочинаються алгебраїчні перетворення:  
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. Після нетривалої зупинки подальші перетворення рівняння припиняються,  розв’язуючі виказують сумнів у доцільності застосованої мисленнєвої дії. На їх думку, рівняння ускладнилось, тому  вони повертаються до вихідного рівняння. Після детального вивчення структурних складових рівняння  виникає догадка розчленити дробове число і  відразу записується відповідь: 
[image: image79.wmf]3
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. Інший корінь на цьому етапі не виявляється. Його вдається відшукати, лише застосувавши подальші пошукові дії, часто аж на етапі перевірки.

Друга задача.

І. Зображають чотири точки у вигляді вершин квадрата. З’ясовують, що через три точки, як через вершини можна провести  трикутник так, як вимагається в умові. Подальші міркування спрямовуються на те, щоб “заховати” четверту точку на одній зі сторін, тобто одна сторона трикутника повинна пройти через три точки. Для цього будуються різні трикутники через точки, що розміщені у вершинах квадрата, прямокутника, паралелограма, трапеції; будуються фігури, що з’єднують 4 точки трьома лініями, але не є трикутниками; будуються різні варіанти розміщень 4 точок. 

В результаті таких  експериментальних дій приходять до висновку, що через 3 точки потрібно провести дві прямі, а третя повинна проходити лише через одну точку. Тому задані точки не всі повинні бути вершинами трикутника. Так виникає думка вийти за межі чотирикутника.

Часто міркування студентів цієї групи носили висхідний характер, тобто, припускали, що трикутник збудовано і розміщували на його сторонах 4 точки. Такий аналіз прискорював виникнення корисної догадки.

ІІ.  Без описаного вище маніпулювання, без вербалізованих логічних кроків, через певний період з’являється зображення фігури, що виходить за межі чотирикутника в одній вершині, а через короткий час те саме виконують із другою вершиною. Третя вершина залишається при цьому нерухомою.

ІІІ.  Пошук розпочинається з маніпуляцій навмання: точки з’єднуються будь-яким чином. Отриманий результат піддається аналізу, в результаті якого з’ясовується, що ці фігури не задовольняють умову – не є трикутниками, включають більше, ніж три відрізки (див. рис. 6.3).
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Рисунок 6.3

Так останній рисунок досить часто вважають розв’язком, навіть знаходять аргументи цьому. Лише після додаткового вивчення умови розуміють хибність такого твердження. 

Аналізуючи умову й вимогу задачі, студенти наштовхуються на догадку, що задані чотири точки не обов’язково розміщені у вершинах трикутника. Це сприяє зміні напрямку пошуку розв’язку: шукається трикутник, що проходить через 4 точки, що не розміщені в його вершинах. 

Цілеспрямований пошук такої фігури припиняється і розв’язуючі знову продовжують графічне маніпулювання навмання, яке також через певний період може замінитися пошуком конкретного трикутника (вершини якого не обов’язково розміщені у заданих точках). Такі два напрямки пошуку потрібної фігури, почергово змінюючись, наштовхуються на догадку про мислений вихід за межі уявного чотирикутника, яка сприяє продукуванню потрібного варіанта з’єднання заданих точок.

Третя задача.

І.   Детально проаналізувавши умову задачі, частина студентів вводили дві невідомі величини – x  та y. В одних випадках так позначали довжини сторін прямокутника АСВО, в інших – величини тих частин радіусів, які від них відтинає прямокутник. Виконуючи численні додаткові побудови, складали рівняння, що описувало задачну ситуацію. Наприклад,  (див. рис. 6.4):
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Рисунок 6.4

АО=х , ВО=у.  У  прямокутному трикутнику 
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Частіше всього, лише отримавши такий результат, студенти цієї групи з’ясовували, що шуканий відрізок рівний радіусові.

ІІ.  Після вивчення умови студенти здогадувались провести ще одну діагональ у прямокутнику, що, очевидно, є радіусом  (див. рис. 6.2). Звідси  АВ=R= 5 см.

ІІІ.  Пошукова робота розпочинається так, як у студентів першої групи: вони вводять невідомі, шукають функціональну залежність між сторонами прямокутника, між шуканою величиною й сторонами прямокутника. Оскільки отримують рівняння з двома невідомими, то намагаються скласти систему рівнянь. Таку систему скласти не вдається, тому припиняється цей напрям пошуку і розпочинається активне геометричне маніпулювання навколо рисунка. Дехто з цієї групи студентів навіть проводив потрібний радіус, але не відразу бачив корисність такої добудови (догадка не виникала).  Після численних добудов, маніпулювань, знову повертаються до складання рівнянь, детально аналізуючи їх зміст, зіставляючи з рисунком. Так вони наштовхуються на ідею, що шукана діагональ і радіус рівні, тому АВ=5 см.

Зауважимо, що підказка приходила до таких розв’язуючих не лише з рисунка (із геометричних добудов). Дехто, отримавши рівняння   
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(х,  у – величини сторін прямокутника), згадували, що це рівняння кола і саме це підказувало їм вірну відповідь.

Ми описали по три варіанти пошукового процесу кожної з відібраних задач. Оскільки всі учасники експериментального дослідження розв’язували ці задачі, то за характером пошукових дій ми мали можливість розділити їх на групи. Підкреслимо, що майже  78% учасників експериментального розв’язання за змістом пошукового процесу  трьох задач було віднесено до першої, другої чи третьої групи. Ще у майже 16% студентів характер пошукових дій співпадав у двох випадках. У решти студентів при розв’язанні трьох задач зміст пошукового процесу змінювався від задачі до задачі. Тому, у перших двох випадках ми виділили три  групи студентів, вважаючи І, ІІ й ІІІ метод розв’язання творчих математичних задач властивим трьом різним математичним стилям. Ми дали їм відповідно назви: диференціальний, інтегральний і диференціально-інтегральний. Зауважимо, що на початкових етапах дослідження виділені нами стилі мали інші назви (логічний, новаторський, логіко-новаторський) [272, 279]. Але в процесі їх детального вивчення, ми прийшли до висновку, що вони більш відповідають саме таким назвам.

 На таблиці 6.1 подано кількісний результат поділу творчої математичної  діяльності студентів на стилі за результатами розв’язання виділених і описаних вище трьох задач.

Таблиця 6.1 - Кількісне співвідношення (у %) поділу творчої математичної діяльності студентів на стилі

	Стиль

Задача
	Диферен-

ціальний
	Інтегральний
	Диференціально-

інтегральний

	1
	43,9
	26,0
	30,1

	2
	51,6
	19,1
	29,3

	3
	58,1
	14,3
	27,6


Таким чином, творча математична діяльність майже 51% студентів (учасників експериментального розв’язання творчих математичних задач) підпорядкована диференціальному стилю, майже 20% - інтегральному і майже 23% - диференціально-інтегральному.  Математичний стиль невеликої частини студентів (близько 6%) за результатами розв’язання вказаних задач виявити не вдалось. 

Основний зміст мисленнєвого процесу диференціального стилю - у детальному аналізі задачної ситуації з метою зведення нової задачі в цілому або її частини до відомої суб’єкту. З цією метою і під цим кутом зору детально вивчається умова задачі: відокремлюються структурні елементи, вивчаються їх властивості й зв’язки, продукуються й перевіряються гіпотези процесу розв’язання. В результаті цього певні структурні елементи, їх комбінації схиляють суб’єкта до відповідних математичних дій. Часто вони розпочинаються навмання і сприяють у більшій мірі вивченню задачної ситуації, ніж пошуку розв’язку. Ідея розв’язку як така, спочатку не окреслюється і являє собою аморфне утворення з різноможливими варіантами. Тобто первинне поняття розв’язку при диференціальному стилі математичного мислення виникає як усвідомлений результат інтелектуальної діяльності.

Назагал – це аналітико-синтетична діяльність, що полягає у почерговому виконанні логічно можливих кроків, які сприяють зведенню нової задачної ситуації до відомих. В подальшому ця діяльність конкретизується в пошук можливості провести той чи інший  відомий мисленнєвий прийом у нових умовах. Логічні кроки інкрустуються догадками, що, у свою чергу, прискорюють пошук. Тобто поняття розв’язку формується з первинного поняття усвідомлено й планомірно.

Пошукова діяльність мислення інтегрального стилю скеровується догадкою, яка виникає на початкових етапах, без видимих, планомірно проведених мисленнєвих дій і об’єднує частину структурних елементів задачі і суб’єктивних математичних знань. Їх зміст часто полягає у реконструюванні складових компонентів, у відмові від традиційного бачення задачі. Підтвердження виниклої догадки шукається аналітико-синтетичним шляхом пізніше, за допомогою використання відомих логічних прийомів. Тому гіпотези, що виникають у подальшому пошуковому процесі, спрямовані на підтвердження (або заперечення) догадок, тобто стосуються методів логічного обґрунтування виниклих догадок. Отже, при інтегральному математичному стилі мислення первинне поняття розв’язку виникає неусвідомлено, але формується у поняття розв’язку за допомогою планомірних усвідомлених мисленнєвих кроків.

Мисленнєва діяльність, яку ми віднесли до диференціально-інтегрального стилю, одночасно опирається і на  стандартні логічні кроки і на новаторські прийоми. Пошуковий процес може розпочинатися і з догадки, і з традиційних логічних кроків. При цьому в процесі розробки одного напрямку розв’язання  раптово виникає інший, що може бути навіть досить віддаленим від першого. Така заміна може наставати неодноразово. Вона проводиться легко, без відчутної прив’язаності до розпочатих алгоритмічних дій чи дій на основі виниклої догадки. Таким чином, при диференціально-інтегральному стилі математичного мислення первинне поняття розв’язку може виникати як неусвідомлений продукт мисленнєвої діяльності, так і як результат усвідомлених мисленнєвих дій. Але у першому випадку наповнення його змістом настає за допомогою логічно вивірених мисленнєвих кроків, хоч суттєві результати пошукової діяльності можуть виникнути неусвідомлено.

Отже, математичний стиль студентів проявлявся в саморегуляції пошукового математичного процесу: в тому, як студент планує, програмує свої дії; в якій мірі він здатний враховувати значущі для досягнення розв’язку математичної проблеми умови, при яких, цей розв’язок шукається; який його індивідуальний контроль, оцінка й корекція власних дій; наскільки розв’язуючий при цьому цілеспрямований, здатний враховувати зміни математичної ситуації, що виникають у процесі пошуку.

Варто особливо підкреслити, що жоден із виділених математичних стилів не є більш результативним із точки зору успіхів у пошуковій діяльності. Результативність виділених груп студентів, що характеризуються різними математичними стилями, виявилась статистично однаковою. Зауважимо, при цьому, що при диференціальному й інтегральному стилі студенти застосовували меншу кількість мисленнєвих кроків для розв’язання задач, ніж при диференціально-інтегральному, однак, час, затрачений на пошук розв’язку у всіх трьох  випадках майже однаковий. При диференціальному й інтегральному стилях студенти, рухаючись по своїй “траєкторії” пошуку розв’язку, затрачували більшу кількість часу на обмірковування й реалізацію деяких мисленнєвих дій. Намітивши  шлях пошуку, вони не поспішали його змінювати, а намагались віднайти засоби для його реалізації. Третя група студентів, що фактично реалізовувала два шляхи пошуку, швидше просувалася в напрямку реалізації кожного з них, із легкістю відмовлялася від наміченого плану дій у тому випадку, коли його не вдавалось реалізувати.

Поділ математичного мисленнєвого процесу студентів на такі три стилі не суперечить стратегіально-тактичному підходові до творчої діяльності людини. Недивлячись на подібність цих категорій (через інструментальний характер обох), за кожною з них закріпився свій самостійний психологічний зміст. Математичний стиль – це індивідуально-психологічні особливості, схильність до використання властивих конкретній людині методів взаємодії з інформацією, актуалізація індивідуально-специфічної пізнавальної структури особистості, що опосередковує процеси оперування математичною інформацією. При цьому математичний стиль переважно індивідуально стійкий (а його мобільність відносна), порівняно неспецифічний відносно задачі, що розв’язує суб’єкт. В той час, як стратегія математичного пошукового процесу – індивідуалізована система методів оперування інформацією й формування відповідних дії, така система методів, що задає магістральний напрямок пошуку розв’язку, тобто вміщує в собі його принципи. 

Стиль пошукового математичного процесу може проявлятися в різних за складністю пошукових актах (від простих операцій до комплексних дій), що входять до складу стратегії, але стратегії детермінуються не лише стилевими характеристиками.

Стратегія двояко детермінована: факторами задачі й властивостями індивідуальності [52, 291, 292, 455]. Тобто, стратегія при розв’язанні математичних задач – це конкретний прояв математичних стилів (узагальнених операційних типів взаємодії з інформацією) у специфіці задачі. “Стилеві характеристики можна вважати достатньо універсальними, інваріантними параметрами як інформаційного, так і регулятивного забезпечення. Фактично поведінкові стратегії є формальною реалізацією стилевих характеристик, що виступають як передумови й параметри цієї реалізації” [386, с. 82].

Поділ математичного мислення на диференціальне, інтегральне та диференціально-інтегральне, відбуваючись на індивідуальному рівні, підпорядковується суб’єктивним мисленнєвим тенденціям до аналогізування, комбінування, реконструкції чи гармонічного поєднання всіх трьох напрямків. Кожен їх трьох стилів творчої математичної мисленнєвої діяльності реалізується в межах тієї чи іншої стратегії, надаючи їй специфічних ознак.

Якщо суб’єктові притаманна мисленнєва тенденція до аналогізування і він має диференціальний стиль мислення, то його пошукові дії зводяться до пошуку аналогів логічно вивіреними кроками. Він діє так, як вже колись доводилось діяти в ситуації, яку вважає подібною до даної хоч би за деякими (не виключено, що лише формальними) ознаками.

Тобто, в таких випадках пошуковий процес розпочинається з використання відомих, можливо, навіть досить віддалених, математичних задач, на фоні суб’єктивної впевненості в їх корисності. В новій задачі, або її частині, вбачається відома задача, тому пошук зводиться до адаптації нового математичного завдання із вже відомими розв’язуючому аналогами. Така адаптація відбувається як на рівні умови (нову умову видозмінюють так, щоб можна було б застосувати відомі логічні кроки), так і на рівні побудови логічного ланцюга (відомі логічні прийоми застосовують у нових умовах).

Це ілюструє  наведений вище приклад розв’язання рівняння. Адже перша група студентів спочатку виконує операцію зведення до спільного знаменника з надією, що рівняння набуде знайомого вигляду. Цих розв’язуючих не лякає можливість зіткнутися з громіздкими розрахунками, вони послідовно, дотримуючись математичних законів слідування і рівносильності,  успішно зводять дане рівняння до квадратного, розв’язавши яке, отримують шукані розв’язки вихідного рівняння.

Друга група студентів, що розв’язувала ту ж задачу інтегральним методом, розпочинала пошук із догадки роз’єднати число  
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, що є за конструкцією аналогічним виразу зліва,  і  приводить до розв’язку. Причому, якщо один із коренів виникав відразу (х=3) , то інший  (
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)  вимагає певних пошукових дій.

  Як видно з цього прикладу і ще з багатьох інших, які ми аналізували впродовж дослідження, у студентів з інтегральним стилем мислення, що діють у межах стратегії аналогізування, спочатку виникає догадка використати аналогічний до відомого їм прийом, а потім іде пошук логічних кроків для її виправдання й реалізації.

При диференціально-інтегральному стилі математичного пошуку на фоні логічних дій за аналогією до іншої математичної ситуації, виникають догадки про застосування результатів розв’язання іншої, відомої суб’єкту, математичної проблеми. В такому випадку перший шлях пошуку припиняється і суб’єкт спрямовує свої інтелектуальні зусилля на реалізацію догадки.
Стратегія комбінування набуває вигляду ретельного перебору можливих комбінацій математичних символів, формалізованих об’єктів, коли мислення суб’єкта належить до диференціального стилю. Його, в деякій мірі, можна навіть назвати методом проб і помилок, бо він проходить за схемою: вибираються кілька суб’єктивно привабливих елементів і вивчаються наслідки їх взаємодії (“Якщо опустити в цю точку перпендикуляр, то...,” “Якщо застосувати таку теорему, то...”). Комбінуються як близькі за змістом, так і досить віддалені, мисленнєві прийоми, що  використовуються при розв’язанні математичних задач. 

Аналізуючи тенденцію комбінування студентами з інтегральним стилем математичного мислення, в першу чергу слід відзначити “віддаленість” елементів мисленнєвих прийомів, що поєднуються. На перший погляд складається враження, що суб’єкт намагається скомбінувати те, що ніяк не пов’язане ні між собою, ні з конкретною задачею. А наполегливість, із якою в подальшому добираються логічні кроки для “стикування ” ідей, свідчить про те, що елементи комбінування вибрані не навмання, а під дією суб’єктивно неусвідомлених мисленнєвих актів (на основі догадки). Тобто, в цьому випадку, логічні дії підпорядковуються ідеї, що виникає неусвідомлено.

Диференціально-інтегральний стиль математичного мислення проявляється у почерговому комбінуванні “навмання” з ідеями комбінування конкретних математичних об’єктів за конкретним планом. При цьому, якщо не вдається реалізувати, чи логічно обґрунтувати виниклу ідею, вона припиняє розроблятися і мислення спрямовується на подальше комбінування існуючих елементів. Може статись, що в результаті цих дій виникне вдале поєднання, що приведе до розв’язку, або виникне інша ідея, яку суб’єкт знову намагатиметься реалізувати.

Реконструктивні дії при диференціальному стилі зустрічались рідше за інші. Частіше всього це стосувалось розв’язання різного роду рівнянь і нерівностей, де суб’єкти намагались реконструювати складові елементи, перетворюючи цим самим вихідне рівняння у рівняння іншого типу. Реконструктивних мисленнєвих дій вимагає і застосування методу від супротивного. Але і в цих, нечисленних випадках, мисленнєві дії суб’єктів були обережними, вивіреними на кожному логічному кроці і за змістом нагадували детальну перевірку наслідків реконструктивних дій.

Розв’язуючі з інтегральним стилем застосовували реконструктивні дії значно частіше. Після ряду мисленнєвих операцій, що проведені за допомогою реконструкцій, задачу часто навіть не вдається впізнати. Змінюється значущість структурних елементів, їх функціональні можливості, виникають нові зв’язки між елементами і понижується значущість старих зв’язків. Часто задача навіть переходить від одного класу до іншого: замість знаходження невідомого – доводять, замість дослідження – будують  тощо.

При диференціально-інтегральному стилі математичного мислення, розв’язуючі і в цьому випадку поєднують логічні маніпуляції математичними об’єктами на основі реконструкції з реконструктивними знахідками, що приходять до них у вигляді догадок. В разі неможливості реалізувати догадку, вони повертаються до поступового логічного вивчення наслідків реконструювання елементів задачі. Вони досягають успіху або, наштовхнувшись на корисне перегрупування, переструктурування математичних об’єктів, або на реконструктивну догадку, яку вдається логічно обґрунтувати. 

Проаналізовані вище мисленнєві тенденції у чистому вигляді мали місце значно рідше, ніж їх різноманітне поєднання. Цю стратегію, як відомо, у психології називають універсальною. Зауважимо, що диференціальний стиль мислення  студентів, під дією універсальної стратегії, має своєю ознакою поєднання логічних дій на основі аналогії, комбінування чи реконструкції впродовж всього пошукового процесу. Таке поєднання може здійснюватися і на кожному етапі розв’язання, і переходити від етапу до етапу.

Універсальній мисленнєвій стратегії у математичному мисленні сприяють, з одного боку, існуючі алгоритми дій, що пов’язані з розв’язанням певних математичних проблем і спонукають дії за аналогією, з іншого – існуюча суб’єктивна необхідність комбінувати, або діяти всупереч відомому аналогу. Студенти, яким властивий диференціальний стиль математичного мислення, що діють у межах універсальної стратегії, комбінують, реконструюють, використовуючи відомі аналоги. Тим самим підводять задачу, або її частину до відомої їм задачі. Дещо незвичним чином шукають ідеї розв’язку на основі поєднання аналогізування, комбінування, реконструювання розв’язуючі з інтегральним стилем. Їх мисленнєва діяльність у меншій мірі нагадує зведення нової задачі до відомої. Швидше їх ідея виникає за однією мисленнєвою тенденцією (наприклад, реконструктивно), а її доведення, реалізація, проводиться іншим шляхом (наприклад, за аналогією). При диференціально-інтегральному стилі, ведучи пошук розв’язку за універсальною стратегією, студенти поєднують у своїй мисленнєвій діяльності риси перших і других.

Таким чином, будь-яка мисленнєва стратегія, як індивідуальна ознака особистості, переломлюючись через введені три індивідуальні стилі математичного мислення, набуває певного відтінку для конкретного суб’єкта, перетворюючись у три видозміни: диференціальну, інтегральну і диференціально-інтегральну. Поняття математичний стиль ширше ніж стратегія розв’язання математичної проблеми [375] і вказує на необхідність вивчення проявів математичних стилів у пошукових стратегіях. Це випливає з того, що математичний стиль виражається в індивідуально-своєрідному операційному забезпеченню прийому і переробки інформації.

Отже, стиль детермінує індивідуальні форми репрезентації творчої математичної задачі в пізнавальній сфері й стратегії пошукової діяльності. Форми ж репрезентації й стратегії більш безпосередньо впливають на варіативність пошукового процесу, забезпечують диференціально-психологічні компоненти його результатів. Тому творчий математичний стиль – це інструментальна характеристика творчого пошукового процесу людини в галузі математики, він стійкий у часі й у різних задачних ситуаціях; стиль відображає якісну своєрідність психологічної діяльності людини. В пошуковому мисленнєвому процесі в галузі математики можна виділити три стилі, що відрізняються один від одного характером перебігу мисленнєвих дій, місцем і роллю неусвідомлених актів.

6.3 Аналіз мисленнєвих стилів 

у процесах розуміння, прогнозування, апробації

Більш детальне дослідження пошукового математичного процесу (на основі виділення й аналізу його етапів, мікроетапів), дає змогу з’ясувати змістові аспекти математичних стилів. Зокрема дослідниками виявлено, що стиль може бути, як уже зауважувалось, нейтральним до кінцевої ефективності діяльності, але, при цьому, може суттєво впливати на результати її окремих етапів, компонентів, видів. Більш того, навіть у тих випадках, коли суб’єкти з різними стилями досягають однакової продуктивності у пошуковій діяльності, вона забезпечується різною ціною – різними психічними затратами [85, 166, 298, 387, 422, 461, 482].

Оскільки стиль є характеристикою включення людини в проблемну ситуацію (хоч би її частину), то розпочнемо диференційний аналіз математичних стилів із процесу розуміння задачі. Згідно схеми, яку ми запропонували в п. 3.3., процес розуміння творчої математичної задачі розпочинається із загального ознайомлення з умовою задачі. Навіть на цьому, найпершому, мікроетапі, ми спостерігали відмінності в діях студентів із диференціальним, інтегральним та диференціально-інтегральним стилем. Бо перші намагались від початку знайомства із задачею детально вчитуватись в її зміст, другі – миттєво “пробігали” очима текст (здавалось, що навіть мало що запам’ятовували), а треті - читали його у звичайному темпі. Однак пізніше з’ясовувалось, що і перші, і другі чітко орієнтувались в тому, що задача математична, могли здебільшого навіть вказати на розділ математики, до якого її слід віднести й описати її загальну схему: “Задача про рух човна, що рухається по-різному.”,  “Мова йде про степеневе рівняння з параметром” тощо.

Результат першого ознайомлення суб’єктів із диференціально-інтегральним стилем мислення інший. Вони плутали рівняння з нерівностями, вид чотирикутника, напрям руху об’єктів. Тобто, при  диференціально-інтегральному стилі частіше всього під час першого знайомства із задачею формується досить розмита уява про її зміст. Вони явно потребували ще одного прочитання умови, після чого з легкістю змінювали ту, найпершу, характеристику задачі. Зауважимо, що більшість студентів цієї групи на наше запитання чи зрозуміла їм задача, давали стверджувальну відповідь, а найменша кількість учасників, що відповіли “так”, були носіями диференціального стилю.

У процесі розподілу умови задачі на головну й другорядну частини, досліджувані виділяють те, що дано і те, що необхідно виконати. При диференціальному стилі мислення студенти в першу чергу з’ясовують зміст даних задачі і лише в певній мірі зміст вимоги, як двох окремих полюсів, що на цьому етапі ознайомлення із задачею ще мало пов’язані між собою. Вони спрямовують головний акцент уваги на дані задачі і дещо менш конкретніше окреслюють вимоги, про що свідчить аналіз їх висловлювань, запитань. При інтегральному стилі мислення - навпаки, студенти концентрують більше уваги на вимозі задачі й місці в контексті задачі поки що не існуючого розв’язку. Тобто, вони акцентують мисленнєві зусилля на тому, що необхідно знайти, довести, побудувати в тих умовах, які запропоновані задачею. Головна частина для них – вимога і лише деякі частини умови, тому вони намагаються в першу чергу зорієнтуватися в змісті вимог до розв’язку. У випадку диференціально-інтегрального стилю математичного мислення  характерним є більш-менш рівноцінне дослідження обох полюсів: і умови, і вимоги. При цьому вони досліджуються почергово. 

Отже, первинне поняття розв’язку може брати свій початок як з умови, так і з вимоги задачі, або з обох полюсів відразу, що пов’язано з математичним стилем мислення розв’язуючих. 

У подальшому перші скрупульозно розчленовують текст задачі на прості елементи, диференціюють їх на відомі й невідомі. Вони намагаються “очистити” невідомі елементи від контексту і вивчати шляхом штучного включення цих елементів у ними ж створені зв’язки з іншими елементами, з існуючими теоретичними фактами. Відбувається процес уподібнення  нового з відомим, за допомогою зіставлення його з відомими суб’єкту математичними конструкціями, на основі інтерпретації через відомі математичні прийоми. Це, у свою чергу, веде до висування й перевірки гіпотез, що в основному спрямовані на почергове детальне вивчення структурних елементів задачі. Такі гіпотези є різноспекторними, тому охоплюють значно більше математичної інформації, ніж та, яка приводить до розв’язку. Тобто, коли розв’язуючий з диференціальним стилем математичного мислення переводить задачу на “свою” мову, виявивши зону незрозумілого, він задіює широкий спектр аналогів (математичних елементів, математичних зв’язків між елементами, математичних задач) і за їх допомогою намагається розшифрувати незрозуміле.

Процес уподібнення нової задачі з відомими у другому випадку настає досить швидко, а ті математичні ситуації, до яких відносить суб’єкт дану, можуть бути досить віддаленими від неї. “Свій” еталон виникає без детального попереднього варіювання можливостями, без багатьох спеціальних дій, спрямованих на вивчення структурних елементів. Такий еталон виникає у вигляді гіпотези, що охоплює ряд структурних елементів задачі і подальша мисленнєва діяльність буде спрямована на її реалізацію чи заперечення. Результатом “свого” бачення при інтегральному стилі математичного мислення є синтетичний мисленнєвий продукт, що передбачає детальний аналіз у подальшому.

У третьому випадку студенти досягають “свого” бачення задачі за допомогою маніпуляцій структурними елементами, що в певний момент можуть бути детальним обстеженням відомих елементів задачі, а в інший – дослідженням ідеї уподібнення частини задачі з виниклим у пам’яті еталоном, без явно виражених мисленнєвих актів, що підводять розв’язуючого до такої ідеї. 

Зауважимо, що і при диференціальному, і при інтегральному стилях математичного мислення студенти, уподібнюючи нову задачу зі своїм еталоном, мають досить чітке уявлення про нього, а при диференціально-інтегральному стилі вони такого уявлення не мають. На початковому етапі розв’язання вони не опираються на чітку уяву про еталон: “От як би, ....., то ця задача була б про ...”. Це найхарактерніший вислів  розв’язуючого з диференціально-інтегральним стилем математичного мислення на етапі вивчення умови задачі.

Якщо має місце процес формалізації об’єктів задачі, то, як уже зауважувалось, для суб’єкта він перетворюється у процес переведення задачі на “свою” мову. Те ж саме стосується і доповнення тексту задачі кресленнями, схемами, топологічними ескізами. Усе це є і демонстрацією, і знаряддям  для “свого”, суб’єктивного,  бачення, та інформацією про стан розуміння творчого завдання.

При диференціальному стилі мислення суб’єкт намагається детальніше вивчити задачу, тому, по можливості, він часто вдається до різних ілюстрацій. З охотою використовує існуючі (якщо такі є) і створює власні. Такі ілюстрації вивчаються й будуються детально: поступово накладаються на рисунок додаткові побудови, вивчається характер взаємозв’язку між елементами і зображаються нові структурні зв’язки. Викінчена ілюстрація є різнопланово обстеженою і на основі інформації, що надходить із  тексту задачі, і на основі різноманітних домислів, уявлень розв’язуючого.

Подальші мисленнєві дії будуть тісно пов’язані з обраною ілюстрацією. Розв’язуючі з диференціальним стилем математичного мислення використовують ілюстрації, опираючись на існуючий суб’єктивний досвід, часто за їх допомогою намагаються впізнати у новій задачі елементи відомої. З ними пов’язуються гіпотези про розв’язок: їх зміст пов’язується з ілюстраціями незалежно від того чи мова йде про рисунок до геометричної задачі, чи про топологічну схему алгебраїчної задачі.

Детальне обстеження “можливостей” схеми, рисунка перетворює його в “діючий” задачний елемент, що на певний час не піддається ревізуванню. Найтиповішим висловом у цьому випадку було: “Як видно з рисунка...”
При інтегральному стилі математичного мислення якість “свого” ілюстрування дещо інша. Це швидше схеми, без надмірного деталізування. Варто відзначити, що новації відчуваються навіть у побудові ілюстрацій: часто геометричні рисунки виконуються у нетрадиційному ракурсі, тексти задач “оснащуються” оригінальними топологічними зображеннями.

Спостерігається тенденція до побудови декількох ілюстрацій однієї і тієї ж задачі, але всі вони є наближеннями до кінцевої ілюстрації. “Так буде ще наочніше,” – говорять у цьому випадку студенти,  змінюючи ілюстрацію за ілюстрацією. Розв’язуючі з інтегральним стилем математичного мислення, опираючись на рисунки, схеми, все ж дуже тісно до них не прив’язуються. Тому ідея розв’язання у них часто може виникнути незалежно від ілюстрації, і в подальшому змінити саму ілюстрацію. Але на етапі вивчення умови, у процесі розуміння творчої математичної задачі, побудова ілюстрації для  них – це процес поглиблення розуміння задачі. Те ж стосується процесу вербалізації схем, графіків, креслень.

При диференціально-інтегральному стилі математичного мислення суб’єкт, намагаючись ілюструвати нову задачу, будує кілька схем, креслень, що в подальшому будуть функціонувати паралельно. Вони є різними, бо базуються на різному “своєму” баченні задачі, що є неоднозначним, і змінюється наче під впливом бажання наочно проекспериментувати зі складовими задачі. Хоч такі експерименти врешті-решт зводяться до конкретної уяви про задачу, все ж нерідко залишається кілька варіантів схем, до яких у подальшому почергово буде звертатись розв’язуючий, шукаючи розв’язок. Такі схеми, рисунки не можна розділити на правильний – неправильний, точний – неточний. Вони, швидше за змістом, демонструють акцент на різних елементах задач, різних її аспектах, тобто, є ілюстраціями різного розуміння сутності задачі.

З’ясування змісту деталей задачі в подальшому відбувається на тій же основі, що описана вище. Студенти з диференціальним стилем мислення актуалізовують найрізноманітніші їх властивості, вивчають різноманітні зв’язки між ними. Поступово більш детальніше вивчається зміст вимоги задачі. Так відбувається переформулювання задачі з подальшим акцентом на тому, що відомо для розв’язання переформульованої задачі, що ще необхідно визначити, як це можна визначити.

Досліджувані з інтегральним стилем математичного мислення часто створюють за рахунок різних за змістом операцій нові математичні об’єкти й оперують у подальшому ними. Актуалізація знань і досвіду призводить до їх, виникнення і сприяє їх створенню. Задача переформульовується за допомогою таких новоутворень, бо через їх зміст досліджуються й оцінюються умова й завдання задачі, що, у свою чергу, формує уяву про доцільність використання деякої актуалізованої інформації й зміст тієї, яку ще необхідно добути (формується сутність задачі). 

І перші, і другі виявляють для себе в такий спосіб пробіли в розумінні умови задачі і в подальшому намагаються їх подолати. Такі пробіли – зони нерозуміння – локалізовуються на певних місцях у змісті задачі.

Переформулювання задачі по-своєму при диференціально-інтегральному стилі математичного мислення не є чітким і одноваріантним. Воно містить прогалини, що не мають певної локалізації (кожен варіант свого переформулювання задачі виявляє свої прогалини). І оскільки паралельно  існують кілька варіантів задачі, переформульованих “по-своєму”, то, залежно від їх змісту, існують в різних місцях прогалини. Нерідко такі переформулювання стосуються лише прочитання умови або лише прочитання вимоги. Хоч у цілому, варто відзначити, що задача на цьому етапі постає перед суб’єктом у вигляді цілісної системи математичних об’єктів, точніше, у вигляді кількох варіантів цілісної системи.

Згідно нашої точки зору, процес формування гіпотези розв’язку  творчого математичного завдання розпочинається з процесу його розуміння і проходить паралельно до нього. Так при поділі задачі на головну й другорядні частини, суб’єктивно продукуються різні асоціації, образи. Через те, що при диференціальному стилі математичного мислення характерним є детальне обстеження змісту умови задачі, тому їх асоціативний ряд був більше пов’язаний саме з умовою. У них виникає потік запитань, пов’язаних із структурними елементами та актуалізованими знаннями, в результаті чого ці елементи градуються по значущості. Ті, що суб’єктивно вважаються більш значущими, утворюють, як уже згадувалось, “логічні координати”, в межах яких виникає первинне поняття розв’язку і будуються пошукові дії. Для представників цього стилю мислення такі координати складались із структурних елементів і теоретичних фактів, що стосуються умови задачі з акцентом, то на одних, то на других у залежності від змісту умови.

Як уже неодноразово зауважувалось, неможливо розв’язати нову задачу, яка б не була хоч чимось схожою на іншу, вже відому суб’єктові. Потік асоціацій, образів, що пов’язаний з окремими елементами, породжує мисленнєвий зв’язок даної задачі з існуючими у суб’єктивному досвіді розв’язуючого. Так виникають гіпотези про їх подібність (точніше ступінь подібності). Тобто за змістом первинне поняття розв’язку пов’язується з розв’язком задач, що існують у досвіді розв’язуючого.

Суб’єкти з таким стилем математичного мислення затрачують багато зусиль на підтвердження або  заперечення  цього і відбір однієї з відомих задач, найбільш подібної. Це має своє вираження в роботі над ілюстраціями, над формуванням запитань  щодо змісту певних зв’язків між структурними елементами й пошуком відповідей на них, з’ясування  їх функціональних можливостей. А коли настає суб’єктивна впевненість у можливості застосувати конкретний відомий результат, знову ж таки логічно вивіреними кроками ця ідея наповнюється змістом: відшукуються методи адаптації умови вихідної задачі до відомої. Такий пошук забезпечується потоком мікрогіпотез.

Якщо задачу-еталон обрано, складається план реалізації ідеї. Тепер дослідження акцентується на вимозі: актуалізовуються деякі раніше не задіяні елементи. При цьому така актуалізація відбувається вже під дією основної (провідної) гіпотези про уподібнення даної задачі до відомої суб’єкту. Дослідження вимоги проходять під тиском пучка гіпотез, що стосуються можливості реалізації провідної ідеї. Результатом таких мисленнєвих дій є акцент на тих чи інших структурних елементах, їх функціях, теоретичних фактах, пов’язаних із ними, тобто на таких складових задачі, що утворюють “логічні координати” задачі і, породжуючи зв’язки між собою, будують логічний ланцюг від умови до вимоги.

Варто зауважити, що розв’язуючі з диференціальним стилем математичного мислення досягають результату внаслідок послідовного, ланцюгоподібного продукування пучків гіпотез, серед яких обов’язково суб’єктивно виділяється одна, що, у свою чергу, веде до утворення наступного пучка гіпотез, спрямованого на її дослідження. Схематично це зображено на рис. 6.5, де 
[image: image93.wmf]пучки відрізків відповідають пучкам гіпотез.
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Рисунок 6.5 - Топологічна схема формування розв’язку при диференціальному стилі математичного мислення

Усе це сприяє наповненню первинного поняття розв’язку математичним змістом. Тобто, наповнення змістом первинного поняття розв’язку відбувається завдяки планомірному різносторонньому обстеженню структурних елементів, яке опирається на їх властивості, взаємозв’язки, теоретичні факти, що з ними пов’язані.

Формування гіпотези розв’язку у студентів із диференціальним стилем нерідко супроводжується заміною однієї з гіпотез певного пучка на іншу. Така заміна можлива в результаті повернення до будь-якої проміжної ланки (на схемі зображено пунктирною лінією). Варто підкреслити, що “повторний” рух по задачному просторі тепер полегшений, адже всі її об’єкти досконало й всебічно вивчені. Реалізація наступних гіпотез часто здійснюється значно швидше, ніж першої. 

Коли суб’єкт, що має такий стиль математичного мислення, оголошує розв’язок, він відчуває суб’єктивну впевненість  у його істинності. Ця впевненість ґрунтується на детальному обстеженні складових задачі, на якості дослідження пучків гіпотез і наслідків із них, на глибокому обґрунтуванні логічних кроків, що пов’язують структурні елементи, актуалізовані знання, догадки в єдине ціле, чим є задача, як проблемна ситуація і її розв’язання, як метод подолання цієї проблемної ситуації. Іншим підґрунтям впевненості у правильності знайденого розв’язку є зміст і якість перевірки, що буде проаналізовано дещо пізніше.

У студентів з інтегральним стилем математичного мислення, що спершу опікувалися тим, що необхідно досягти, виникає ряд образів, асоціацій, які пов’язані з вимогою задачі. Відразу продукуються гіпотези в межах швидко актуалізованих знань. Тобто етапу глибокого обстеження  структурних елементів передує процес прогнозування і миттєве виникнення первинного поняття розв’язку, що базується на догадці. Вивчення окремих елементів відбувається на фоні висунутої гіпотези. Саме така гіпотеза в значній мірі сприяє утворенню “логічних координат” з актуалізованих нею суб’єктивних знань, структурних елементів, їх зв’язків. Тому складові елементи досліджуються не на предмет існування тих чи інших властивостей a priori, а з’ясовуються лише ті властивості, що потрібні для реалізації даної гіпотези. Цей процес супроводжується запитаннями й висловлюваннями на зразок: “ Чи не можна було б... ?”, “Перевіримо чи ...” і т.д. 

Таким чином, ми спостерігаємо, що в цьому випадку виниклі образи, асоціації, миттєвим чином формують гіпотезу розв’язку, що в результаті процесу розуміння перекодовує задачу на “свою” мову. Подальші мисленнєві кроки по з’ясуванню змісту актуалізованих гіпотезою структурних елементів і їх зв’язків, сприяють переродженню цієї гіпотези у провідну ідею. Такі мисленнєві кроки часто базуються на суб’єктивних образах математичних елементів, які часто втілюються в певні креслення, ескізи.

Детальне вивчення елементів “під провідну ідею” сприяє наповненню її змістом, а отже, наповненню змістом первинного поняття розв’язку. А так, як інтегральний стиль мислення актуалізовує лише корисні для даної гіпотези властивості й зв’язки структурних елементів  і теоретичних фактів, то це економить час, що затрачується на розв’язання задачі. Тому весь описаний процес створення провідної ідеї за цим стилем проходить швидко в часі. 

При наповненні провідної ідеї змістом виникають гіпотези щодо застосування того, чи іншого елемента, тієї, чи іншої властивості. Це також перевіряється мисленнєвим експериментуванням. Зауважимо, що для студентів з інтегральним стилем математичного мислення властивий помітний перехід від виникнення ідеї до побудови логічного ланцюга мисленнєвих кроків, що веде від умови до вимоги. Однак, якщо не вдається реалізувати виниклу гіпотезу, їм не властиво реанімовувати її різними логічними знахідками. Вони швидше відмовляються від рутинного маніпулювання математичними об’єктами для відшукання можливості застосування виниклої гіпотези. Такі суб’єкти здатні відступити на “вихідні позиції” і розпочати продукування нової гіпотези. Нова гіпотеза буде актуалізовувати інші знання, підвищувати значущість інших структурних елементів і їх взаємозв’язків. Схематично це подано на рис 6.6. , де пучки відрізків відповідають пучкам гіпотез, а ламані, що сходяться – символізують гіпотези, які підпорядковані провідній ідеї.

Варто зауважити, що у випадку невдалої реалізації гіпотези й продукування іншої, процес реалізації нової гіпотези (на схемі зображено пунктирною лінією) не є прискореним, як це було у попередньому випадку. Адже перша гіпотеза дозволила вивчити лише деякі властивості об’єктів. Наступні гіпотези сприяють вивченню інших властивостей, що необхідні для їх реалізації. Тому повторний рух у задачному просторі не є рухом по добре відомому шляху. Це рух по паралельній вулиці, на якій можуть стояти вже відомі будинки, але їх потрібно розпізнати, бо вони розташовані іншою стороною. Тобто, інша гіпотеза вимагає актуалізації іншої властивості в певній мірі відомого математичного об’єкта.
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Рисунок 6.6 - Топологічна схема формування розв’язку при інтегральному стилі математичного мислення.

Третьому стилю математичного мислення – диференціально-інтегральному - властиве продукування найрізноманітніших образів, асоціацій, прогнозів. Саме досліджуваним із таким стилем математичного мислення властива паралельна розробка кількох напрямів розв’язання. У них одночасно може виникати кілька провідних ідей і вони з легкістю переключаються від розробки однієї до іншої, при цьому первинне поняття розв’язку, що виникає, не є чітким і часто двоїстим, а то і троїстим. 

Пошуковий процес при цьому стилі математичного мислення може розпочатися з актуалізації знань, які пов’язані із змістом задачі та детального обстеження її структурних елементів. Це приводить до продукування гіпотез, в результаті дослідження яких виникає догадка. Така догадка сприяє актуалізації лише певних складових елементів задачі і часто вимагає перервати поступове вивчення всіх елементів на користь дослідження лише деяких, що мають відношення до виниклої догадки. В подальшому вивчаються не будь-які елементи, не будь-які їх властивості, а лише ті, що сприяють догадці. 

Зовні це може виглядати як відступ на “вихідні позиції” або до певного пройденого мікроетапу. З точки зору розуміння формується ще одне переведення умови задачі на “свою” мову, що продукує свої гіпотези розв’язання. Тобто, спочатку виникає кілька понять про розв’язок, яким ще необхідно перетворитися у первинне поняття розв’язку в подальшому.

Якщо догадка не приводить до формування провідної ідеї, то суб’єкт повертається до обірваного ланцюга поступового дослідження структурних елементів. Він висуває й перевіряє гіпотези про зв’язок між ними, як це відбувається при диференціальному стилі математичного мислення. Але, у процесі асоціювання, під дією певних елементів, знову може виникнути потреба повернутися до розробки догадки. Тому, в подальшому елементи знову досліджуються з точки зору їх корисності для реалізації нової догадки. Такий перехід може відбуватись неодноразово. При цьому зміст догадки може змінюватися як у незначній мірі (наприклад, уточнюватися), так і кардинально.

Образно такий стиль математичного мислення можна назвати “рух вперед із відпочинком”. Бурхливий хід думок (продукування гіпотез, їх перевірка) на основі догадок змінюється розміреними мисленнєвими маніпулюваннями структурними елементами з метою вивчення якомога більшої кількості їх властивостей, зв’язків і наслідків із них. В результаті такого вивчення суб’єкт накопичує власний потенціал і продукує нову догадку або повертається до попередньої з іншим суб’єктивним баченням можливості її реалізувати. Це зображено на рис.6.7, де пучки відрізків відповідають пучкам гіпотез, а ламані, що сходяться – символізують гіпотези, які підпорядковані провідній ідеї. Два шляхи символізують паралельний пошук розв’язку за двома напрямками: через детальне обстеження складових задачі і на основі догадки. Усе це сприяє одночасному наповненню змістом кількох первинних понять розв’язку, що одночасно функціонують. В подальшому частіше всього результатом таких пошукових дій є виокремлення одного напрямку пошуку, а отже, наповнюватися математичним змістом буде якесь одне первинне поняття розв’язку.
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Рисунок 6.7 - Топологічна схема формування розв’язку при диференціально-інтегральному стилі математичного мислення.

У таких випадках формування провідної ідеї тісно переплітається з процесом розуміння й процесом апробації гіпотез. Але оскільки рух думки проходить по кількох програмах, то перед оголошенням розв’язку суб’єкт відчуває потребу в детальному обстеженні отриманого результату.  Тому, швидко рухаючись у задачному просторі, легко переключаючись із розробки однієї ідеї на іншу, досліджуваний з диференціально-інтегральним стилем математичного мислення потребує “зупинки” для суб’єктивного переконання в тому, що отриманий розв’язок є таким, що задовольняє всі умови й вимоги задачі.

Як вже неодноразово наголошувалось, процес розв’язання творчого завдання завершується суб’єктивним переконанням у правильності знайденого розв’язку. Тому апробація, як процес, що сприяє формуванню такої суб’єктивної впевненості, індивідуально значима й пов’язана із стилем математичного мислення. 

Весь пошуковий процес при диференціальному стилі математичного мислення спрямований на детальне вивчення змісту задачі й відшукання розв’язку, який всебічно обстежувався в процесі формування гіпотези розв’язку. Тому мисленнєвий результат при диференціальному стилі мислення вже в значній мірі має суб’єктивне підтвердження в достовірності, воно сформоване на попередніх етапах пошукового процесу. Це справедливо навіть у тих випадках, коли розв’язок невірний. Адже відшукання розв’язку йшло такими “вивіреними” кроками, опиралось на такі “перевірені” еталони, що в результаті сформувалось досить сильне суб’єктивне переконання в його правильності. Тому часто, відтворюючи мисленнєві кроки, що привели суб’єкта до розв’язку, він не помічає хибності своїх міркувань (якщо такі мали місце).

Відбір інформації про знайдений розв’язок проходить не активно, мікрозадача перевірки формується в загальному вигляді, зводиться в основному до перевірки обчислювальних та перетворювальних дій та інтерпретації розв’язку.

Для диференціального стилю найхарактернішим є мислене ревізування всього пошукового процесу через зміст знайденого розв’язку. Такі студенти розпочинають процес перевірки з вихідних ланок і навіть якщо вони виділяють конкретну ланку для додаткового дослідження, то не залишають поза увагою інші, обов’язково, хоч може дещо побіжно, перевіряють весь хід міркувань, зупиняючись більш детальніше на виділеній ланці.

Для інтегрального стилю математичного мислення найхарактернішим під час перевірки є акцент на окремій виділеній ланці у сформованій гіпотезі розв’язку. Частіше всього – це ланка, так чи інакше  пов’язана з догадкою. Досліджувані в цьому випадку намагаються, в першу чергу, ще раз переконатись в її достовірності. Тому процес перевірки в них розпочинається з конкретного місця в міркуваннях, які привели до формування розв’язку. Вони рідко відчувають потребу в перевірці всього ланцюга міркувань, а їх суб’єктивна невпевненість після знайдення розв’язку спричинюється конкретними логічними кроками. Тому саме вони потребують логічного дослідження.

Отже студенти з інтегральним стилем мислення частіше всього відразу виділяють окрему ланку і досліджують її. Так формується мікрозадача перевірки. Нерідко процес її реалізації розгортається за тим же сценарієм, що і розв’язання основної задачі: виникають догадки, будується їх логічне обґрунтування тощо. Часто досліджувані відшукували контрприклади для інтерпретації знайденого розв’язку. За допомогою контрприкладів їм вдавалось розвіювати власні сумніви про те, чи є даний розв’язок загальним, чи наведена ілюстрація достовірна для всіх випадків, що визначаються текстом задачі, чи справедливе протилежне твердження тощо.

Після дослідження сумнівного пункту у гіпотезі розв’язку і переконання у його достовірності, у студентів з інтегральним стилем мислення формується впевненість у правильності розв’язку. 

При диференціально-інтегральному стилі математичного мислення процес перевірки може розпочинатися як із конкретної ланки, так і з всього логічного ланцюга. Однак, із чого б  не розпочинали досліджувані в цьому випадку, вони обов’язково детально обстежать весь логічний ланцюг міркувань, всі використані в процесі розв’язання догадки. Навіть, більш того, саме в процесі перевірки у них вибудовується струнка логічна лінія від умови до вимоги з всебічно  вивіреними ланками міркувань. При цьому, на етапі перевірки, відкидається зайва інформація про структурні елементи і їх функції, які були виявлені і “функціонували” у розв’язку “про всяк випадок”. 

У суб’єктів із диференціально-інтегральним стилем мікрозадача перевірки сформованого розв’язку - це завжди задача про формулювання кінцевого чіткого варіанту розв’язку. Суб’єктивні сумніви йдуть швидше не від незнання, невпевненості в істинності того чи іншого мисленнєвого кроку, а від багатоваріантності пошукових дій, від інформаційного перевантаження. Тому стає особливо значущим мікроетап  відбору інформації щодо змісту розв’язку. Так виникають запитання про умови, при яких  існує розв’язок, при яких він задовольняє умови й вимоги задачі. Ці запитання формують мікрозадачу перевірки розв’язку. Коли відповіді знайдено, отриманий розв’язок постає у викінченому вигляді, а суб’єкт відчуває впевненість у тому, що задачу розв’язано.

Етап включення умови творчої математичної задачі в ланцюг суб’єктивних знань у розв’язуючих із диференціальним та інтегральним стилем мислення проходить природно, через екстраполяцію чи інтерполяцію. Весь попередній мисленнєвий процес сприяв цьому. Перші, як правило, акцентують увагу на змісті нових знань, що дає їм розв’язання нової математичної проблеми і, нерідко, навіть наголошують на тому, що отриманий результат варто запам’ятати. Другі не приділяють ніякої уваги значущості встановленого математичного факту. Вони сприймали задачу як мислену перешкоду, яку вдалось подолати і впевнені, що зможуть це зробити в майбутньому. По-іншому у суб’єктів із диференціально-інтегральним стилем. Вони, підключаючи нові знання до суб’єктивної системи знань, намагаються дослідити їх місце у цій системі. Їм властиве найбільш детальне обстеження отриманих результатів.

Варто наголосити, що найдетальніше вивчають умову суб’єкти, які керуються диференціальним стилем мислення. У їх пошуковій діяльності можна більш-менш чітко відокремити етап вивчення умови. Для них властивим є найдетальніше початкове обстеження змісту задачі, домагання вільного пересування в задачному просторі, перш ніж вони почнуть продукувати гіпотези щодо розв’язку. Процес формування гіпотези є найбільш яскравим при інтегральному стилі математичного мислення. Таким студентам  властиве продукування ідей розв’язання вже з перших кроків ознайомлення із задачею. Тому часто складається враження, що у них розуміння задачі настає автоматично. Однак, при більш детальному аналізі їх мисленнєвої діяльності, з’ясовується, що для них процеси розуміння й формування гіпотези розв’язку тісно переплетені і взаємодоповнюють один одного.

При диференціально-інтегральному стилі математичного мислення процеси розуміння й формування гіпотези набувають ступінчатого вигляду: досягнувши певного рівня розуміння, розпочинається процес формування гіпотези розв’язку, який через певний час припиняється, а продовжується вникнення в сутність задачі. Цей процес також на певному етапі припиняється й продовжується процес формування гіпотези, при цьому може розпочатись розробка зовсім іншої ідеї розв’язання.

Що стосується перевірки, то при диференціальному стилі мислення – це швидше функціональна потреба, сформована досвідом розв’язання математичних задач; при інтегральному стилі мислення – це і функціональна, і психологічна потреба суб’єкта, що розв’язує задачу; при диференціально-інтегральному стилі мислення – це,  в першу чергу, психологічно необхідний етап. При диференціально-інтегральному стилі перевірка є найбільш значущою в порівнянні з іншими стилями. Саме  перевіряючи, вони здійснюють кінцевий відбір розв’язку із всіх можливих варіантів, впевнюються в його якості і доводять самі собі, що вибраний варіант гіпотези є розв’язком при тих чи інших умовах: при конкретному трактуванні умови, при певному (чи будь-якому) значенні параметрів тощо.

Отже індивідуальні відмінності введених трьох стилів математичного мислення студентів: диференціального, інтегрального, диференціально-інтегрального проявляються на всіх етапах процесу розв’язання творчих математичних задач: на етапі вивчення умови, на етапі формування гіпотези розв’язку, на етапі перевірки гіпотези. При цьому кожен із вказаних етапів має свою значущість для різних стилів.

6.4 Вплив мисленнєвих стилів

на процес розв’язання задач різних класів

Аналіз співвідношення стилю і простору активності (сумісності стилю й параметрів задачі) допоможе окреслити межі, в яких проявляються математичні стильові характеристики. 

Уже неодноразово наголошувалось на існуванні впливу змісту задачі на суб’єктивний пошуковий процес  студента, на те, що суб’єктивне віднесення задачі до того чи іншого класу, виду, розпочинається з усвідомлення характеру вимоги задачі. З цього моменту розпочинають проявлятися  індивідуальні відмінності у пошуковому процесі, в яких віддзеркалюються суб’єктивні мисленнєві стратегії, стилі мислення, особистісний досвід розв’язуючого, індивідуальні вподобання тощо. Проаналізуємо пошуковий процес для трьох введених нами стилів математичного мислення при розв’язанні задач кожного класу.

1. Задачі на знаходження невідомої величини 

За допомогою таких задач можна детальніше досліджувати зміст і якість функціонування числового й символьного компонентів  творчого математичного процесу. Ці складові присутні в будь-якому творчому математичному процесі: у процесі розуміння, у процесі формування гіпотези розв’язку, у процесі апробації мисленнєвих результатів. Будучи формалізованими об’єктами дійсності, вони сприяють можливості застосування математичних методів до вивчення цієї дійсності. У процесі розв’язання багатьох математичних задач передбачається як кодування, так і розкодування реального змісту, що прихований за числами та математичними символами, саме тому, числовий і символьний компоненти творчого математичного мислення мають свій відбиток у математичному стилі розв’язуючого.

1.1 Розв’язання задач на знаходження невідомої величини при диференціальному стилі математичного мислення.

При диференціальному стилі математичного мислення пошуковий процес, спрямований на знаходження невідомої математичної величини, є значно сповільненим, в порівнянні з іншими стилями. Такі досліджувані приділяють велику увагу вивченню змісту задачі. В першу чергу, це стосується віднесення її до того чи іншого виду математичних задач: задача-рівняння, задача-нерівність, задача на спільну роботу тощо. На основі детального обстеження складових елементів, що подані у вигляді математичних символів та їх зв’язки. При цьому, спершу, приділяється увага тим, що мають кількісну оцінку. Але й елементи без такої оцінки не залишаються поза увагою. 

Такі дії проводяться не лише для з’ясування математичної сутності складових задачі, але і для можливості уподібнення даної задачі (або її частини) із деякою відомою суб’єкту, але поки що не актуалізованою задачею. Під цим кутом зору в процесі дослідження умови чітко виділяються різні формалізовані математичні елементи, що в подальшому будуть служити орієнтирами для побудови розв’язку. 

Таким чином, при диференціальному стилі математичного мислення, розуміння задачі на знаходження невідомої величини, проходить через призму суб’єктивного досвіду і має своєю метою відшукання в цьому досвіді аналога до нової математичної задачі. Процес розуміння проходить сходинками: розуміння-пригадування, розуміння-прогнозування, розуміння-об’єднання. 
При цьому важливе орієнтовне значення мають числові оцінки структурних елементів та їх символьне вираження. А оскільки будь-яка нова математична задача на знаходження невідомої величини містить деякі ознаки задач, що вже зустрічались розв’язуючому (можливо навіть лише формально), то ідея уподібнення даної задачі до нової стає центральною в цьому випадку. Про це свідчать і самостійно виконані досліджуваними ілюстрації, які часто супроводжують пошуковий процес.

Варто наголосити, що на цьому, ранньому етапі пошукового процесу мова не обов’язково йде про мисленнєву тенденцію аналогізування, а лише про впізнавання в змісті нової задачі деяких деталей відомої задачі, про формування первинного поняття розв’язку у вигляді гіпотези діяти тим, чи іншим відомим чином.

В подальших мисленнєвих діях можна навіть виділити дві лінії,  два види дій за аналогією, які спонукає той факт, що певні структурні елементи мають кількісну оцінку. Перші – це формальне застосування дій, пов’язаних із досвідом розв’язання конкретного виду задач – це дії за алгоритмом. Вони сформовані минулим досвідом, але не скеровані жодною гіпотезою розв’язання.  На такому рівні, наприклад, часто з’ясовується область визначення значень для коренів конкретного рівняння, виконуються деякі рівносильні перетворення (наприклад, всі елементи рівняння переносять в одну сторону від знаку рівності, щоб звести дане рівняння до відомого виду),  виконуються традиційні ілюстрації, обчислюється значення деяких величин. Не кожна з таких дій щоразу є необхідною або результативною. Однак, вони виконуються, породжуючи певну інформацію про складові задачі, хоч її не завжди буде  використано в подальшому.

Інша група дії за аналогією – це спроба реалізувати гіпотезу про подібність даної задачі до відомої суб’єкту. Це дії, спрямовані на наповнення змістом первинного поняття розв’язку. Для реалізації такої ідеї у подальшому будується логічний ланцюг мисленнєвих кроків. Як правило, студенти з диференціальним стилем мислення будують його ретельно, піддаючи найрізноманітнішій перевірці, виявляючи й обстежуючи прихований зміст символьних математичних об’єктів, контролюючи кількісні співвідношення. Коли логічні кроки приводять до результату, до відшукання невідомої величини, вона, після перевірки, оголошується розв’язком. 

Виявлені суб’єктом, властивості математичних об’єктів (чи їх кількісна оцінка), що не задіяні в розв’язку, автоматично відходять на другий план, не спричиняючи йому жодного дискомфорту. Він старанно вивчав задачу, різнобічно досліджував її структурні елементи, але використав лише ті, що вважав за потрібне. В поле зору потрапляли і якісні, і кількісні оцінки структурних елементів. Деякі з них досліджуваний навмисне віднаходив (обчислював), але в кінцевому варіанті розв’язку посилається не на всі (не всі йому знадобилися). Тобто має місце “неекономне” використання мисленнєвих зусиль. Однак таке “марнотратство” сприяло глибшому розумінню задачі: розумінню її умови, розумінню того, що саме є розв’язком.

Мисленнєві знахідки, що трапляються суб’єктам із таким стилем, протягом описаних пошукових дій у вигляді догадок, детально обстежуються умовою й вимогою задачі і лише після цього використовуються в конструкції розв’язку. Процес апробації мисленнєвих результатів весь час супроводжує пошукові дії, тому етап перевірки знайденого розв’язку для таких розв’язуючих зводиться до підстановки отриманого результату у рівняння, нерівність або у контекст текстової задачі для отримання впевненості в тому, що знайдене конкретне значення шуканої величини не порушує логіку умови задачі. Така перевірка за змістом є швидше підстрахуванням у правильності отриманого результату.

1.2 Розв’язання задач на знаходження невідомої величини при інтегральному стилі математичного мислення.

Суб’єкти, що володіють інтегральним стилем математичного мислення, опановують зміст задачі досить швидко. В їх уяві складається топологічна схема математичного завдання, вузловими точками якої є ті елементи, що мають кількісну оцінку (орієнтири). Поряд з цим, намагаючись якомога точніше з’ясувати зміст того, що необхідно знайти (обчислити), такі студенти досліджують числові й символьні дані задачі, спочатку акцентуючи увагу на тому, яку інформацію про якість розв’язку вони дають, як її можна використати в процесі розв’язання для переструктурування даних під виниклу, у процесі вивчення умови, гіпотезу.  Тобто первинне поняття розв’язку охоплює структурні елементи разом із їх кількісною оцінкою (частіше з усвідомленням того, що така оцінка може бути отримана).

Процес вивчення змісту завдання (процес його розуміння) непомітно переходить у процес формування гіпотези розв’язку. Гіпотези щодо  змісту окремих зв’язків структурних елементів перероджується у гіпотези щодо змісту розв’язку. Так виникають догадки.  В подальшому досліджувані, повертаючись до аналізу змісту математичної задачі, з’ясовують корисність тієї чи іншої властивості, теореми, формули для реалізації виниклої догадки. 

При розв’язанні задач на знаходження невідомої величини, частіше всього догадки, які виникають у студентів з інтегральним стилем математичного мислення, стосуються застосувань відомої задачі, відомого математичного мисленнєвого прийому в умовах задачі, що розв’язується. За змістом – це досить новаторські догадки, які переводять розуміння умови задачі зовсім в іншу площину. Такі розв’язуючі не здійснюють планомірних усвідомлених мисленнєвих дій у пошуці задачі-аналога чи дії-аналога. Виникнення аналога для них – це результат неусвідомлених мисленнєвих дій, що настає раптово. Однак, вони опираються на ті елементи, що є кількісно визначеними, або такими, що можуть бути визначеними відомими методами.

Таким чином, в цьому випадку, догадка виникає на тлі не зовсім досконало вивченої й усвідомленої умови задачі, коли не всі властивості структурних елементів досконало з’ясовано, не всі зв’язки між ними виявлено. Виникнувши, догадка спрямовує процес розуміння умови в певне русло. В подальшому суб’єкт не прагне виявити всеможливі кількісні значення, а виявляє лише ті, що пов’язані з догадкою і сприяють її реалізації. Тому переведення змісту задачі на “свою” мову, побудова ілюстрацій, детальніше обстеження структурних елементів і їх властивостей - усі ці мікроетапи процесу розуміння задачі мають “забарвлення” виниклої догадки. Тобто, у випадку інтегрального стилю математичного мислення, розуміння-прогнозування передує розумінню-уподібненню, а завершує процес розуміння-об’єднання.

Коли все це вдається вкласти в єдину загальну схему, суб’єкт відчуває впевненість у корисності догадки і вона перетворюється в провідну ідею, що  є планом проведення обчислювальних і перетворювальних дій у подальшому. Тобто, складається послідовність логічних мисленнєвих кроків і проводяться обчислювальні операції, що дають значення шуканого елемента. Численних обчислювальних дій, що мають апробаційний характер, як це було в попередньому випадку, ми не спостерігали. Отримане значення піддається перевірці. Нерідко  це не просто перевірка обчислювальних дій, а перевірка контрприкладом, оберненою дією.

Зауважимо, що зовні пошукові дії студентів з інтегральним стилем математичного мислення нагадують пошук невідомого відразу зі стартової позиції, без досконалого вивчення умови. Вони часто навіть пропускають традиційне для рівнянь і нерівностей з’ясування області визначення, проте обов’язково перевіряють отриманий розв’язок. Їх апробаційні дії концентруються навколо догадки в процесі формування гіпотези і навколо знайденого розв’язку на етапі перевірки.

1.3 Розв’язання задач на знаходження невідомої величини при диференціально-інтегральному стилі математичного мислення.

При диференціально-інтегральному стилі математичного мислення досліджувані намагаються відразу з’ясувати і зміст умови, і зміст вимоги задачі. Однак для суб’єкта з таким стилем мислення властиве переривання процесу вивчення умови задачі спробами реалізації виниклих ідей розв’язання. Власне, саме переривання, бо, коли розпочинається реалізація початкових ідей, то частіше всього з’ясовуються прогалини у знанні умови задачі, бо вони розпочинають продукувати гіпотези на тлі неповного розуміння задачі. Це зобов’язує їх повертатись до умови  і вивчати її детальніше.

Вивчаючи умову вдруге (утретє, вчетверте...), такий суб’єкт нерідко продукує іншу ідею розв’язання, залишаючи розробку першої ідеї не завершеною.

Розв’язуючи задачу на знаходження невідомої величини, студенти з диференціально-інтегральним стилем математичного мислення також у першу чергу, акцентують увагу на тих об’єктах, що мають кількісні оцінки (числові чи символьні). Але, поряд із цим, із контексту задачі виділяються деякі елементи, що не мають такої оцінки, бо суб’єкт відчуває потребу в їх кількісній оцінці: ”От якби було відоме значення...., то....”. Таким чином, для такого стилю, при розв’язанні задач на знаходження невідомої величини, орієнтирами стають елементи, що не обов’язково містять кількісну оцінку.

Усвідомлення необхідності тієї чи іншої кількісної оцінки сприяє переформулюванню задачі на “свою” мову у двох (або більше) варіантах із певними припущеннями: 1) “Якщо б ця інформація була відома, то задача була б подібна до ...”, 2) “Якщо ця величина буде рівна ... , то задача подібна до ...” Тому, в подальшому, при такому стилі мислення, паралельно розвивається кілька напрямків пошуку, має місце кілька варіантів “свого” трактування змісту математичної задачі, що може супроводжуватися кількома ілюстраціями, виділенням кількох досить різних груп елементів-орієнтирів. Звідси і кілька варіантів первинного поняття розв’язку. 

В цьому випадку виділені нами ступені розуміння: розуміння-порівняння, розуміння-прогнозування, розуміння-об’єднання, переплітаються різноманітним чином. При цьому розуміння-об’єднання часто не є повним і глибоким розумінням задачі і потребує знову порівняльних дій, що властиві розумінню-порівнянню.

Реалізація ідей у      задачах на знаходження невідомої величини потребує різних обчислень, переструктурувань, які можуть “запозичуватись” студентами з таким стилем від процесу реалізації однієї гіпотези до процесу реалізації іншої.  Нерідко розробка однієї ідеї може припинятись на користь розробки зовсім іншої. Однак, розробляючи кілька ідей, у випадку диференціально-інтегрального стилю математичного мислення, студентам деколи вдавалося одночасно реалізувати кілька з них, тобто отримати  кілька розв’язків задачі. Може статись, що ці розв’язки співпадають (шукана величина має однакове числове, чи символьне значення), тоді студент отримує суб’єктивне підтвердження того, що розв’язок вірний, і в подальшому спрямовує свої інтелектуальні зусилля на аналіз методів розв’язання, із метою відбору кращого. Той факт, що відповіді на поставлене запитання співпали, хоч шукались різними шляхами, служить у цьому випадку підтвердженням їх достовірності. Однак, це не завжди справедливо, бо суб’єкт може щоразу припускатись однієї і тієї самої помилки (“запозичувати” її в одного методу для другого) і в обох напрямках пошуку опиратись на хибне припущення, чи хибне твердження, чи хибний наслідок тощо.

Коли студент із диференціально-інтегральним стилем математичного мислення отримує різні значення шуканої величини, йдучи різними шляхами пошуку, це повертає його до вихідних ланок міркування (навіть до вивчення умови), детального обстеження, обчислення кожного проміжного результату. В цьому випадку його мисленнєва діяльність нагадує пошуковий процес при диференціальному стилі. Але, якщо вдається відшукати помилку в одному з варіантів розв’язання, вони здатні взагалі відкинути цей розроблюваний план розв’язання  і переключитись на зовсім інший. Хоч часто різні, на перший погляд, значення шуканої величини є рівними між собою, але вираженими по-різному математичними символами. Розуміння цього веде суб’єкта до потреби довести рівність таких математичних результатів.

Усе ж найхарактернішим у цьому випадку є те, що розв’язуючі не поспішають оголошувати будь-який отриманий результат розв’язком. Для них тільки ретельно апробований математичний результат стає розв’язком математичної задачі. 

Таким чином, при розв’язанні задач на знаходження невідомої величини, для студентів із диференціально-інтегральним стилем математичного мислення процеси розуміння, формування гіпотези розв’язку, апробації мисленнєвих результатів носять розривний характер. Один процес може припинятись на користь іншого, замінюватись іншим.

Отже числовий і символьний компоненти, що містяться в математичній інформації, сприяють перетворенню структурних елементів в орієнтири пошукової діяльності. При цьому, студенти з диференційним стилем математичного мислення, контролюючи наявні кількісні оцінки (що виражені числами чи символами), намагаються створити нові і пізніше конструюють шуканий розв’язок із таких елементів; при інтегральному стилі математичного мислення, вони, опираючись на кількісні ознаки деяких елементів, продукують гіпотези розв’язку, а розрахунки проводять лише ті, що корисні для конкретної гіпотези; при диференціально-інтегральному -  їх пошуковий процес нагадує відразу обидва попередні. 

2. Задачі на доведення
Найбільш яскраво демонструється логічний компонент творчого математичного мислення при розв’язанні задач на доведення. Будучи складовим компонентом творчого математичного процесу, він залежить від функціонування загальних мисленнєвих операцій, від суб’єктивних знань, умінь і навичок студента в галузі математики, від впливу неусвідомлених мисленнєвих актів на процес розв’язання тощо. Саме процес доведення  математичного факту дає змогу скласти найбільш повну характеристику використання суб’єктивно привабливих, логічно вивірених дій у пошуковому процесі.
2.1 Розв’язання задач на доведення при диференціальному стилі математичного мислення.

Як і властиво студентам із диференціальним стилем математичного мислення, їх пошукова діяльність розпочинається з детального вивчення умови задачі і в цьому випадку. Такі розв’язуючі володіють добре сформованими вміннями виконувати загальні розумові дії: аналіз, синтез, абстрагування, порівняння тощо і спрямовують їх, в першу чергу, на детальне вивчення умови задачі, але не тільки. Вони роблять акцент на трьох позиціях: умова задачі, вимога задачі, зміст поняття “довести” у контексті конкретної задачі.

Щоб вони не аналізували: зміст задачі, запропоновану ілюстрацію, вони за допомогою логічно вивірених мисленнєвих кроків переосмислюють структурні елементи, включаючи їх у всеможливі нові зв’язки і на основі порівняння, виокремлюють їх у контексті задачі. Дослідники математичного пошукового процесу, узагальнюючи вказані дії, виділяють їх в окремий компонент (окрему складову) мисленнєвого математичного процесу і називають “підведенням об’єкта під поняття” [378]. На основі знань про необхідні та достатні ознаки поняття, ретельно відбирається та ознака, що відповідає умові задачі і в певній мірі вимозі задачі. Але, знову ж таки, селекціонуючи властивості, ознаки, при диференціальному стилі математичного мислення студенти не поспішають відкидати зайві. В полі їх зору залишається досить широкий спектр виявлених властивостей.

З’ясувавши зміст структурних елементів задачі, такі досліджувані розпочинають формувати для себе задачу доведення. В “своє” трактування задачі вони обов’язково вводять власне тлумачення завдання ”довести”, що включає в себе загальні знання про таку вимогу та суб’єктивну трансформацію вимоги “довести” через контекст задачі.

У процесі формування гіпотези про шлях доведення, при можливості застосування різних методів, вони, як  правило, вибирають традиційні для них синтетичні методи, що базуються на відшуканні логічного зв’язку від умови до вимоги. Часто спочатку процес доведення, розпочинаючись із гіпотез процесу розуміння, нагадує процес зв’язування розрізнених елементів логічно вивіреними зв’язками на основі відомих їм  математичних прийомів. Це зв’язування не проходить згідно плану, в потрібності реалізації якого суб’єкт був би переконаний, він відбувається під дією певних теоретичних фактів, що суб’єктивно актуалізувались. 

Таким студентам властиво обстежувати будь-яку гіпотезу, що виникає в пошуковому процесі і лише після її дослідження, формулювати провідну ідею, що в подальшому спрямовує  пошукову діяльність. Догадки, вплітаючись у пошуковий процес, слугували спрощенню й прискоренню деяких логічних кроків. Тобто ми знову спостерігаємо виникнення первинного поняття розв’язку як результату детального обстеження структурних елементів задачі за допомогою логічних  міркувань.

Хоч пошукові дії здійснюються навколо виділених орієнтирів, обсяг задіяних у процесі формування провідної ідеї елементів, їх властивостей, зв’язків такий великий, що у суб’єкта до завершення реалізації ідеї формується впевненість у всебічному обстеженні задачного простору й перевірка, як окремий етап розв’язання, проводиться швидше з метою підтвердження правоти, ніж із метою відшукання допущених помилок. Попередні процеси – процес розуміння й процес формування гіпотези, включали численні апробаційні дії, тому на етапі перевірки суб’єкт ще раз проходить вздовж логічного ланцюга міркувань, акцентуючи увагу на вже відібраних достатніх ознаках математичних об’єктів (залишаючи поза увагою ті, що не задіяні) і на якості зроблених висновків. 

2.2 Розв’язання задач на доведення при інтегральному стилі математичного мислення.

У випадку інтегрального стилю мислення, при роботі над задачею на доведення, велика увага приділяється вивченню змісту вимоги. Спостерігається переосмислення вимоги задачі через умову, але рідко проводяться спеціальні мисленнєві дії, спрямовані на дослідження вимоги “довести”. Такі розв’язуючі спершу автоматично послуговуються вже існуючим у їх особистісному досвіді змістом такої вимоги.

Задача на доведення після вивчення умови постає перед суб’єктом з інтегральним стилем у такій формі: “Необхідно з’ясувати математичний факт А, виходячи з того, що відомі математичні факти Вк. Тому подальше дослідження математичних фактів Вк  (їх властивостей, функцій, зв’язків) та  селекціонування виявлених властивостей проводилось під кутом зору їх корисності для  доведення факту А. 

Це, частіше всього, відбувається не  безпосередньо. Адже виниклі образи, асоціації, теоретичні твердження породжують різного роду догадки про те, що математичний факт А буде доведений, якщо з’ясується справедливість проміжного факту С. Зміст математичного факту С – виникає на основі  догадки. Подальші пошукові дії таких розв’язуючих спрямовуються на з’ясування можливості логічно обґрунтувати справедливість  факту С, виходячи з того, що задано умовою. В умові задачі починають  цілеспрямовано шукати для цього потрібні ознаки, властивості наявних структурних елементів. Тобто, за допомогою догадки окреслюється певна “пошукова область”, із якої відбираються потрібні властивості, ознаки, теореми тощо. Структуруючись певним чином, вони створюють провідну ідею доведення. Тепер її зміст у методі з’ясування математичного твердження С, на основі якого можна отримати твердження А. Отже при інтегральному стилі математичного мислення первинне поняття розв’язку задачі на доведення включає математичний факт, достовірність якого приймається спершу інтуїтивно.

При перевірці отриманого результату в поле зору, як правило, потрапляє певна частина (ланка, мікроетап) сформованої гіпотези розв’язку, що була менш досліджена, прийнята інтуїтивно. Виділена ланка досліджується різноманітними методами, в залежності від задачі перевірки, яку сформулював для себе досліджуваний. Якщо процес розв’язання задачі містив розрахунки, перетворення алгебраїчних виразів, то вони перевіряються в першу чергу для з’ясування коректності їх проведення та виявлення механічних помилок. Часто спеціально перевіряється рівень допущеного узагальнення у зроблених висновках. Це можна з’ясувати за допомогою певної інтерпретації через ряд логічних посилань або, застосувавши контрприклади.

2.3 Розв’язання задач на доведення при диференціально-інтегральному стилі математичного мислення.

Зауважимо відразу, що при розв’язанні цього класу математичних задач, студенти з диференціально-інтегральним стилем математичного мислення, вивчаючи і вимогу, і умову задачі на доведення, затрачують чимало зусиль для з’ясування змісту вимоги “довести”. Оскільки їм властиво продукувати по декілька варіантів “задач для себе”, то тепер ця кількість збільшується за рахунок різних варіацій  вимоги “довести”. 

Схильність працювати в кількох напрямках і неможливість відразу охопити всі варіанти повноцінними, логічно вивіреними мисленнєвими діями приводить до того, що часто проміжні результати, при певному варіанті розв’язання, не коректно апробовуються: перевіряються  конкретними числовими значеннями,  використовуються посилання на частинний результат як на загальний тощо. А це, як відомо, не завжди приводить до вірного висновку, тому вносить певне непорозуміння в хід міркувань: якісний варіант відкидається, неякісний впроваджується в подальшу розробку. Цим можна пояснити меншу результативність пошукових дій, студентів із таким стилем математичного мислення на перших етапах. Однак, властиве їм неодноразове повернення до вивчення умови в процесі формування гіпотези розв’язку, із часом приводить до відкидання багатьох варіантів задачі “на своїй мові” і поетапного дослідження тих, що залишились в розробці. Хоч і серед відібраних варіантів трапляються такі, що ґрунтуються на  різному трактуванні змісту доведення.

З кожним новим переформулюванням задачі “на свою мову” змінюється рівень її розуміння, а, отже, актуалізовуються різні (звісно, лише частково) групи структурних елементів. Вони продукують різні провідні ідеї, що в подальшому розробляються почергово до певного моменту, коли з’ясовується хибність або неможливість реалізації.

У процесі доведення при диференціально-інтегральному стилі математичного мислення, виниклі догадки можуть стосуватись включення того чи іншого елемента у нові зв’язки, уподібнення частин задачі з відомим еталоном, утворення нового структурного елемента з існуючих (як при диференціальному стилі) або змісту проміжного твердження, яке ще необхідно довести (як при інтегральному стилі).

Досліджувані з диференціально-інтегральним стилем математичного мислення продукують відразу кілька методів доведення, які в подальшому детально обстежуються і відбирається один, вірний. Якщо ці дії переходять на етап перевірки, то вони формують для себе таку мікрозадачу перевірки. 

Етап перевірки, зміст якої у з’ясуванні того, котрий з методів доведення достовірний, або чому існує кілька методів доведення, в цьому випадку розпочинається з аналізу змісту задачі і проводиться досить ретельно. Звертаючись ще раз до актуалізованих властивостей структурних елементів, перевіряють їх істинність. Вивіряється кожен крок логічного ланцюга, що складає доведення, з’ясовується при цьому їх достовірність і доцільність. В разі необхідності зайві ланки відкидаються і доведення стає більш чіткішим, локанічнішим. Тобто для розв’язуючих із диференціально-інтегральним стилем математичного мислення задача етапу перевірки задуманого методу доведення полягає у з’ясуванні найоптимальнішого, всебічно вивіреного логічного ланцюга міркувань, що веде від умови до вимоги.

Отже, при диференціальному стилі творчого математичного мислення за допомогою логічно обміркованих дій, спочатку створюється пошукове поле, в якому шукають той логічний ланцюг посилань і наслідків, що є власне доведенням. Догадки, що виникають, не виходять за межі цього поля і є наслідками неусвідомлених мисленнєвих актів, які свідомо окреслені пошуковим полем. Для інтегрального стилю властиве спочатку виникнення догадки, а вже після цього, логічним чином, формується пошукове поле, в центрі якого розміщується догадка. При диференціально-інтегральному стилі математичного мислення утворюється декілька полів пошуку, що мають різне походження (або через логічні дії, або на основі догадки). Такі поля пошуку не обов’язково локалізовані, вони можуть перетинатись, але при розробці певного напрямку пошуку активізується відповідне йому поле.

3. Задачі на побудову 

Через задачі на побудову окреслюється зміст і якість просторового компонента математичного мислення, який вміщує: 1) розуміння просторових фігур та їх комплексів; 2) навички просторового комбінування, що базуються на знаходженні зв’язків і відношень просторових математичних об’єктів; 3) просторову уяву; 4) пам’ять на просторові образи; 5) взаємопоєднання аналітичних досліджень і їх графічної інтерпретації тощо [211].

Усі типи задач на побудову: задачі на уявлювані побудови, задачі на проекційних малюнках, задачі на моделях [34], при наявності у розв’язуючих необхідних базових знань про об’єкти, що будуються, опираються на просторове мислення суб’єкта, що в значній мірі визначається здібністю уявляти. 

Звернемо увагу на те, що задачі на побудову можна також розділити на два види: 1) задачі, в яких елементи шуканого математичного об’єкта задаються, 2) задачі, в яких елементи шуканого математичного об’єкта вказуються. При цьому складові елементи також можуть вказуватись явно або неявно. Коли ж справа стосується, наприклад, побудови графіка функції, заданої аналітично, то передбачається, що суб’єкт наперед проінформований про такі складові, а їх зміст для конкретної побудови ще необхідно з’ясувати.

3.1 Розв’язання задач на побудову при диференціальному стилі математичного мислення.

При диференціальному стилі математичного мислення з першим ознайомленням із задачею фіксується не лише той факт, що задача на побудову, але і те, задаються чи вказуються ”будівельні” матеріали. Тому, переформульовуючи задачу на свою мову, студенти обов’язково це враховують.

У задачах на побудову ця група досліджуваних традиційно спершу спрямовує мисленнєві дії на усестороннє вивчення умови. Якщо вказані конкретні значення “будівельних” елементів, вони вивчають їх можливі зв’язки при вказаних числових значеннях, якщо ні – досліджують можливі зв’язки при різних значеннях. В таких задачах студенти з диференціальним стилем математичного мислення досліджують структурні елементи за рахунок актуалізації теоретичних фактів, що їх стосуються, та маніпулювання уявними образами. Пошукові дії явно опираються на просторові образи, уявлення.

В арсеналі студентів є ряд задач-аналогів на побудову, тому вони намагаються в першу чергу звести задачу до таких аналогів. Це структурує складові елементи задачі певним чином на основі тієї чи іншої гіпотези. Частіше всього, пошуковий процес супроводжується різними рисунками, ескізами, які є “матеріалізацією” уявних образів і ознакою змісту тих гіпотез, під дією яких проводиться аналіз структурних елементів. Таких рисунків у суб’єктів із диференціальним стилем математичного мислення виникає багато. Але всі ці рисунки, на перших етапах, не об’єднані конкретною ідеєю. За змістом вони є зображенням епізодичного поєднання деяких “будівельних” елементів, графічним пошуком лінії перетину тих чи інших тіл,  графічним експериментування зі структурними елементами при різних значеннях вказаних величин, пошуком кращого ракурсу рисунка тощо. Отже, розуміння задачі на побудову для студентів із диференціальним стилем, в першу чергу – це розуміння-уподібнення. І лише через певний час розпочинається продукування різних гіпотез, що спершу стосуються змісту задачі, а пізніше шляхів подолання проблемної ситуації. Первинне поняття розв’язку виникає у вигляді образу.

Сама ж безпосередня побудова-розв’язок (провідна ідея побудови) формується значно пізніше, після з’ясування можливостей математичних просторових елементів, окремих будівельних кроків, що до неї приводять. Тобто, на загал картина така: будуються окремі вузли, деякі з них, в подальшому, ввійдуть до розв’язку, деякі – ні. 

Уявна конструкція розв’язку вимальовується в результаті поступового наближення вихідного, аморфного математичного об’єкта (первинного поняття розв’язку) за допомогою мисленнєвих актів спрямованих на спеціальне дослідження “будівельних” вузлів і комбінацій та їх поєднання. 

Якщо ж потрібний математичний об’єкт збудовано, він піддається аналізу на відповідність умові. В тих випадках, коли складові задачі задано, цей процес проходить швидко і за психологічною сутністю спрямований на підтвердження розв’язку й самозаспокоєння суб’єкта. Коли ж складові лише вказані, суб’єкт у пошуці розв’язку часто зустрічався з тим, що вибрані ним конкретні значення вказаних “будівельних” елементів, не дозволили збудувати йому необхідний математичний об’єкт чи проміжний елемент кінцевої “будови”. Це спричинює формування його суб’єктивного переконання в тому, що не завжди можна здійснити запропоновану задачею побудову, що, у свою чергу, формує суб’єктивну потребу з’ясовувати умови, при яких розв’язок існує. Тобто, задача процесу апробації у цьому випадку – це задача дослідження знайденого розв’язку.

Іноді необхідність такої апробації закладено суб’єктивним досвідом розв’язуючого: він у процесі розв’язання задачі на побудову передбачає як обов’язковий етап – етап дослідження (методичні поради з математики включають цей етап у процес розв’язання задач на побудову). Якщо це властиво студентові, то він досліджує отриманий результат завжди (навіть, якщо структурні елементи задані, а не вказані), що, взагалі кажучи, розширює вимогу задачі.

3.2 Розв’язання задач на побудову при інтегральному стилі математичного мислення.

Оскільки студенти з інтегральним стилем математичного мислення при вивченні умови нової математичної задачі часто в першу чергу акцентують увагу на зміст вимоги, то застосування висхідного аналізу  для них є досить природним. Тому, при розв’язанні геометричних задач на побудову, такі досліджувані частіше за інших розпочинають аналіз задачі з припущення, що побудова виконана. При цьому вони схематично зображають очікуваний результат побудови, дотримуючись всіх тих ознак, якими має володіти розв’язок. На цьому тлі виникає догадка про просторовий зміст майбутньої побудови (первинного образу розв’язку). Її виникнення сприяє  цілеспрямованому дослідженню умови задачі для наповнення змістом первинного поняття розв’язку.

Після цього студенти з інтегральним стилем мислення  виявляють, які структурні елементи вже можна використати,  як і яким умовам мусять задовольняти “будівельні” елементи конструкції. Тому, якщо таких не існує в умові задачі, вони виникають у вигляді геометричних образів на основі догадок про поєднання, суміщення, заміщення існуючих структурних елементів певним чином. Так виникають нові елементи, що в подальшому будуть функціонувати замість тих, що подані умовою задачі.

Студенти в цьому випадку після виникнення первинного образу розв’язку намагаються з’ясувати якомога більше його властивостей, виконуючи численні рисунки. Шукана будова отримується не з першого разу, а через уточнення первинного образу, через проміжні результати до кінцевого. Спочатку рисунки досить віддалено нагадують розв’язок. Але, із наступними “будівельними” кроками вузлові позиції “будови” деталізуються, вдосконалюються. Усе ж всі вони (хоч би в певній мірі) свідчать, що пошуковий процес, спрямований однією ідеєю. 

Як правило, така ідея зароджується інтуїтивно. Вона актуалізовує певну групу структурних елементів, що входять до умови задачі. Усі складові пошукового процесу такі суб’єкти підпорядковують реалізації суб’єктивно привабливої ідеї: і актуалізацію знань, і потік асоціацій, і уяву. Уява – їх особливо важливий інструмент при розв’язанні задач на побудову, адже для них пошукова діяльність опирається на “будівельну” догадку. Реалізація догадки в значній мірі залежить від вміння маніпулювати просторовими об’єктами, їх креслярськими, ескізними образами, але не тільки.

Трапляються випадки, коли студентам з інтегральним стилем математичного мислення не вдається реалізувати догадку через невірно вибране співвідношення кількісних і якісних показників, бо спершу їх значення не досліджувалися ними, як у випадку диференціального стилю. Розв’язок шукався, так би мовити, в загальному вигляді, а конкретні значення (якщо вони існували) підключалися дещо пізніше. 

Численні невдалі графічні спроби змушували студентів у таких випадках звертатись до умови задачі і  за допомогою умови  уточнювати співвідношення розмірів будівельних елементів. Ці мисленнєві кроки сприяли  загостренню уваги на виниклій проблемі, тобто розв’язуючі акцентують увагу на значущості конкретного співвідношення розмірів для необхідної побудови. Така ж проблема може виникнути у випадку, коли задачею не задано конкретних розмірів чи властивостей структурних елементів. Усе це часто спричинює активні апробаційні дії ще до виконання потрібної побудови. Вони сприяють поглибленню розуміння змісту умови та вимоги задачі і  ґрунтуються, в першу чергу, на просторовій уяві досліджуваних, їх суб’єктивних знаннях, уміннях, та навичках.

Етап перевірки розв’язку-побудови при інтегральному стилі математичного мислення здійснюється на основі планомірного з’ясування того, наскільки отриманий результат задовольняє умови й вимоги задачі. Якщо цього не сталось раніше, то  на цьому етапі студенти акцентують увагу на дослідженні умов існування запропонованого ними розв’язку, тобто проводять дослідження отриманого результату. Для них – це етап розв’язання, що викликаний умовою конкретної задачі.

Назагал, у процесі перевірки, виділяється сумнівна ланка побудови і формуються запитання під впливом виниклих сумнівів. Пошук відповідей на ці запитання часто розпочинається з контрприкладів, які добираються до сумнівних ланок побудови. Така  емпірична апробація впроваджених будівельних кроків  у подальшому обґрунтовується логічним чином.

3.3 Розв’язання задач на побудову при диференціально-інтегральному стилі математичного мислення.

“Будівельна діяльність” при диференціально-інтегральному стилі математичного мислення спочатку нагадує будову без проекту. Студенти розпочинають будову з тих не багатьох елементів, які суб’єктивно виділяють з умови задачі. Через певний час з’ясовується, що  або те, що їм хотілось, не вдається збудувати, або вони будують не те, що вимагає умова, бо їх пошукові дії спершу не спрямовані жодним поняттям розв’язку.

Глибше занурюючись в умову задачі, такі розв’язуючі з’ясовують для себе нові дані про “будівельні матеріали” і шукану “будову”. Це може привести до того, що раніше розпочата будова буде продовжуватися, але більш якісними стануть її компоненти, або розпочнеться будова зовсім іншого об’єкта. Тому пошукова діяльність супроводжується численними рисунками, зміст яких досить віддалений. Це графічний спосіб пошуку первинного поняття розв’язку. Аналіз графічного матеріалу дає підстави стверджувати, що їх побудови спершу не виконуються на основі одного образу, швидше всього, такого не існує. У процесі подальших пошукових дій, деякі з цих ескізів уточнюються, деталізуються.

Розуміння задачі стає більш якісним і через повторне вивчення умови, і через спроби уявного оперування просторовими елементами задачі в процесі реалізації перших ідей, які виникали спонтанно. Активне уявне й графічне маніпулювання виявленими структурними елементами приводить до акценту уваги досліджуваних на певних із них, як на найбільш значущих елементах для майбутньої побудови, що стають основою первинного образу розв’язку. Однак, в подальшому ця сукупність може розширитись чи звузитись.

Не маючи в основі якісного розуміння умови задачі, перші гіпотези швидше нагадують спроби проекспериментувати, ніж ідею розв’язання і формувались у більш-менш чітку гіпотезу дещо пізніше. Усе ж таки почергова зміна акценту то на “будівельних” елементах (змісті задачі), то на способі виконання побудови (формуванні гіпотези розв’язку), врешті-решт давала позитивні результати. Досліджувані починали вільно оперувати просторовими об’єктами, продукувати різні уявні образи, висувати змістовні гіпотези щодо розв’язку. При цьому в їх уяві нерідко існує кілька моделей майбутньої побудови, в основі яких різні групи актуалізованих елементів, різні знання. 

Ці моделі почергово розроблялись. На шляху їх реалізації зустрічаються догадки, що можуть прискорити процес реалізації певної ідеї, або припинити його. Зміст догадок полягав у конкретному структуруванні окремих просторових  елементів у додаткових побудовах, у методі відшукання лінії перетину тощо. Тобто, розв’язання задач на побудову суб’єктами з диференціально-інтегральним стилем математичного мислення проходить на основі кількох первинних образів, що за змістом є первинними поняттями про розв’язок.

Апробаційні дії супроводжують весь процес пошуку розв’язку, однак, лише на етапі перевірки досліджувані з диференціально-інтегральним стилем математичного мислення детально вивчають отриманий розв’язок-побудову.

Отже, просторовий компонент творчого математичного мислення при диференціальному стилі перетворюється в інструмент дослідження умови й вимоги задачі й продукування гіпотез щодо розв’язку. При інтегральному стилі, на основі просторової уяви, можуть виникати догадки, що трансформуються у провідну ідею розв’язування. Диференціально-інтегральний стиль математичного мислення  передбачає використання просторового компонента мислення для обстеження структурних елементів, актуалізації опорних знань, експериментування ними за допомогою уяви, яка сприяє виявленню шляхів побудови розв’язку. Усе це може опиратися як на догадку, так і на поступове наближення нечіткого первинного образу до шуканого розв’язку.

4. Задачі на дослідження
Розв’язання задач на дослідження – це найяскравіша ілюстрація дії інтуїтивного компонента творчого математичного мислення. Уже з перших пошукових кроків, з’ясовуючи зміст вимоги “дослідити” (“з’ясувати”, “чи правильно?”, “чи існує?”, “чи залежить?, “чи може бути?” тощо) суб’єкт підключає своє інтуїтивне розуміння цієї вимоги – інтуїтивно переформульовує її на “свою” мову, що вже не раз ілюструвалось в попередніх розділах.

Такі задачі передбачають інтуїтивне “передчуття” математичного результату при наявних умовах, перш ніж будуть спрямовані математичні дії на його з’ясування. А це, у свою чергу, пов’язано з неусвідомленим виділенням певної групи властивостей конкретних математичних об’єктів, про які йдеться в задачі, неусвідомленим поєднанням їх у нові структурні елементи, із метою утворення потрібних для розв’язання властивостей, наслідків, умов тощо. 

4.1. Розв’язання задач на дослідження при диференціальному стилі математичного мислення.

Зіткнувшись із цілком новою, нетрадиційною формою подання математичної задачі, студенти з диференціальним стилем математичного мислення залишаються вірними собі. Вони намагаються, в першу чергу, детально з’ясувати умову задачі. Актуалізовуються всі структурні елементи з подальшим їх детальним обстеженням. Дещо пізніше такі суб’єкти включають їх у ту математичну ситуацію, яка описана задачею і потребує свого дослідження. Тобто, початкові пошукові дії спрямовуються ними на обстеження математичної моделі, описаної задачею, на основі розуміння-порівняння.

 Не поспішаючи переводити задачу на “свою” мову, вони з’ясовують ті математичні факти, що існують a priori і стосуються умови задачі. Лише після того, коли такий студент відчуває, що може вільно пересуватись в задачному просторі, він продукує гіпотези, які стосуються змісту вимоги задачі. Походження таких гіпотез іноді не усвідомлюється, мисленнєві дії, спрямовані на їх продукування,  не завжди фіксуються.  Як правило, ці гіпотези пов’язані з існуючими в досвіді суб’єкта еталонами. Наслідком такої гіпотези стає переформулювання задачі. Результатом переформулювання є мисленнєве створення цілісної системи, якою стає тепер задача: вичленена умова і сформульоване завдання. Для студентів із диференціальним стилем мислення - це завдання за змістом означає знайти невідому величину або довести, або побудувати. 

Отже, спочатку не існує чіткого розуміння змісту процесу дослідження, але з поглибленням розуміння умови задачі формується точніше уявлення про нього. На шляху такої конкретизації умови й вимоги виникає догадка, яка включає в себе й ознаки змісту завдання “дослідити”, і ознаки процесу дослідження. Так формується “своє” бачення задачі, яке акцентує увагу на частині складових елементів задачі і продукує первинне поняття розв’язку. 

Починаючи з цього моменту,  пошукові дії таких студентів будуть спрямовані на розв’язання цієї, по-новому сформульованої, задачі. Тобто, пройшовши етап розуміння і досягнувши певного рівня розуміння як об’єднання, вони розпочинають розуміння-прогнозування. Саме тепер виділяються елементи-орієнтири, що відповідають тому змісту переформульованої задачі, який склався на даний момент. 

Отже студенти з диференціальним стилем математичного мислення, формуючи первинне поняття розв’язку задачі на дослідження, включають у нього суб’єктивний і ситуативний (той, що залежить від задачі) зміст вимоги “дослідити”. Такі орієнтири породжують численні гіпотези розв’язку й догадки стосовно шляху розв’язання, а процес формування гіпотези розв’язку йде по одному із трьох описаних вище сценаріїв. Проілюструємо це на прикладі задачі №4 серії IV:

Чи існують такі значення параметра a, при яких нерівність 
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  виконується для будь-якого значення x?
В результаті вивчення складових елементів нерівності, встановлюється можливість зведення вихідної нерівності до квадратної відносно 
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Так переструктурована умова спонукає суб’єкта до формулювання наступної задачі:

 Довести, що існують певні значення параметра а, для яких перетворена нерівність справедлива для будь-яких х. 

 Це, як відомо з алгебри, досягається тоді, коли дискримінант квадратного тричлена від’ємний: 
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  що досягається при 
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Якщо суб’єктові з диференціальним стилем математичного мислення вдалось розв’язати поставлену задачу, її розв’язок спершу апробується за тією схемою, яка  властива процесу апробації студентам із таким стилем мислення при розв’язанні задач інших класів. Після цього отриманий результат співвідноситься з вихідною вимогою, щоб адаптувати його як результат дослідження, як зміст розв’язку вихідної математичної задачі. Цим самим перевіряється достовірність вибраного трактування вимоги “дослідити”.

4.2 Розв’язання математичних задач на дослідження при інтегральному стилі математичного мислення.

Пошуковий процес у цьому випадку базується на догадці, яка стосується змісту вимоги  дослідити. Тобто, студенти з інтегральним стилем математичного мислення відразу без додаткових усвідомлених мисленнєвих актів сприймають таку вимогу по-своєму і їх подальші мисленнєві дії  спрямовуються суб’єктивним визначенням її змісту. Отже, в цьому випадку, як і в попередньому, зміст вимоги “дослідити” також входить у первинне поняття розв'язку, але проникає в нього миттєво, на основі догадки.
Вивчаючи умову задачі на дослідження, студенти більш детально вивчають умову, ніж в іншому випадку. Таке вивчення весь час контролюється тим змістом дослідження, яке вони вкладають у вимогу “дослідити” на певному етапі розв’язання. Сутність подальших пошукових дій студентів з інтегральним стилем математичного мислення ідентична тим діям, що характерні для задач одного з попередніх трьох класів. Варто відзначити ту  оригінальність суб’єктивного трактування вимоги “довести”, що спостерігалась у досліджуваних із таким стилем математичного мислення. Проілюструємо це на прикладі розв’язання тієї ж задачі №4 серії IV. Після ознайомлення із змістом задачі суб’єкт переформулював для себе задачу так: 

“Знайти таке значення параметра а, щоб вказана нерівність виконувалась”.

 Тому його пошуковий процес спрямовується на знаходження потрібного значення  параметра  а   (хоч би одного).

Ретельне дослідження нерівності під таким кутом зору сприяє виникненню догадки про те, що якщо у вихідній нерівності будуть відсутні доданки із шуканим параметром  а , то вона справедлива для будь-якого х:
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  тому шуканим значенням є    а=0.

Слід зауважити, що такий результат повністю задовольнив ту вимогу задачі, яка стояла перед суб’єктом. Гіпотеза, що полягала в необхідності переструктурувати вихідну нерівність так, щоб можна було б знайти потрібне значення параметра  а, ґрунтувалась на припущенні, що таке значення  а  існує, і завдання задачі в тому, щоб його знайти.

Зауважимо, що зміст переструктурування в цьому випадку не полягав у переміщенні чи групуванні структурних елементів, а в уявному вичлененні, відокремленні двох груп елементів: із параметром і без параметра. Це дало змогу оцінити залежність між елементами в середині кожної групи: 
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.  А так, як нерівність  
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, виконується для будь-якого х, то цей факт став ключовим і сприяв виникненню догадки про необхідність домогтися того, щоб ті елементи, які містять параметр, не впливали на якість нерівності.

Для студентів з інтегральним стилем математичного мислення перевірка розв’язку задачі на дослідження – це продовження дослідження, але тепер досліджують те, що вважають знайденим розв’язком. Вони перевіряють його на відповідність “своєму” варіантові переформулювання вихідного тексту умови задачі. Найбільше уваги концентрується навколо змісту догадки, яка привела їх до знайденого результату. Саме ця ланка пошукового процесу стає тепер вихідним пунктом перевіряльних дій. Студенти досліджують її в інших умовах, ніж ті, що є (у подібних умовах, або в протилежних до вихідних умов). 

Всебічна інтерпретація догадки, а за нею і змісту розв’язку, сприяє суб’єктивному переконанню в тому, що розв’язок задачі, яку суб’єкт  сформулював для себе, віднайдено вірно. У випадку, коли перевірка виявляє хибність знайденого результату, це може привести навіть до зміни “свого” бачення змісту задачі, але спеціальних апробаційних дій, спрямованих на з’ясування відповідності знайденого результату початковій вимозі, майже не проводиться.

4.3 Розв’язання задач на дослідження при диференціально-інтегральному стилі математичного мислення.

Студенти з диференціально-інтегральним стилем математичного мислення розпочинають пошукові дії у цьому випадку також на фоні неповного розуміння умови задачі і ще в більшій мірі на фоні нерозуміння її вимоги. Формування гіпотези розв’язку розпочинається на основі певного трактування вимоги, однак пошукові дії можуть змінити свій напрям під впливом зміненого трактування вимоги.

Аналіз пошукової діяльності при диференціально-інтегральному стилі математичного мислення проілюструємо розв’язанням тієї ж задачі №4 серії IV. Після короткотривалого вивчення змісту задачі розпочинаються пошукові дії, які скеровані переформульованим завданням:
Знайти такі значення параметра а , при яких нерівність виконується для будь-якого х. 

Вони намагаються це зробити шляхом перебору різних варіантів, тому поле пошуку поділяється на дві частини:  а>10, 
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На цьому етапі пошуковий процес зупиняється. Вдалося з’ясувати, що при  a>10 таких значень а не існує, а у випадку 
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 пошуковий процес зайшов у безвихідь, тому студент повертається до тексту завдання. Через певний період він знову повертається до вивчення умови. Тепер робиться акцент на тому, що значення х мусять бути будь-якими, а значення параметра  а – хоч би одне, тому знову вивчається вихідна нерівність і розпочинається підбір потрібного значення а:
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а = 2,   
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 -  справедливо для будь-якого х і т.д. Підбір варіантів припиняється після надання кількох конкретних значень параметра. Отриманий результат задовольняє вимогу, і досліджуваний може дати стверджуючу відповідь на поставлене запитання: “Так, існує таке значення параметра”. Однак, суб’єктивного задоволення від такого розв’язку не отримано, тому пошукові дії продовжуються.

Перехід від розробки однієї гіпотези розв’язку до іншої, при розв’язанні задач на дослідження, відбувається на основі переформулювання змісту вимоги вихідної задачі. Догадки, що супроводжують пошуковий процес, у значній мірі стосуються змісту такої вимоги. Причому, у процесі розробки однієї ідеї може виникнути догадка, після якої, розпочатий шлях розв’язання припиняється, а мисленнєві зусилля будуть спрямовані на розробку іншої гіпотези, яка слідуватиме за новою догадкою. В пошуковому процесі можливе неодноразове переключення з розробки однієї ідеї на іншу. Основою цього є інше за змістом розуміння задачі (у перше чергу її вимоги), що має своє вираження  в іншому змісті переформульованої задачі “для себе”.

Навіть, завершуючи пошукову діяльність, суб’єкт, в цьому випадку, часто вагається що оголосити розв’язком, реалізація якого “свого” варіанта відповідає вихідній вимозі задачі. Тому, як правило, перевіряється кілька виявлених варіантів і часто подається кілька відповідей, що свідчить про існування й функціонування кількох первинних понять про розв’язок.

Отже, неусвідомлені мисленнєві акти  присутні в пошуковій діяльності кожного стилю творчого математичного мислення. При цьому, для диференціального стилю інтуїтивні знахідки виникають на фоні логічних дій, спрямованих на вивчення умови, апробацію структурних елементів і мають вирішальне значення при переформулюванні умови задачі. При інтегральному стилі, на основі догадки умова задачі набуває цілісного вигляду навіть без детального попереднього обстеження структурних елементів і продукуються гіпотези щодо розв’язку. Неусвідомлені мисленнєві акти у студентів із диференціально-інтегральним стилем математичного мислення  виникають у процесі не зовсім організованих пошукових дій. Стосуючись як умови, так і вимоги задачі, вони різко змінюють напрям пошуку, сприяють більш-менш цілісній уяві про сутність задачі (точніше кільком уявам відразу), прискорюють пошукові дії. 

Таким чином, проведене нами дослідження стилів творчого математичного мислення при розв’язанні задач різних класів, дає підстави стверджувати, що загальний характер пошукових дій, властивий певному стилю, проявляється не залежно від класу задач. Однак, виявлено  ряд відмінностей у пошуковій діяльності при розв’язанні задач різних класів, які стосуються змісту, функціонування, значущості складових творчого математичного мислення (логічного, інтуїтивного, числового, символьного, просторового).

РОЗДІЛ 7. ПСИХОЛОГІЧНІ АСПЕКТИ АКТИВІЗАЦІЇ ТА ОПТИМІЗАЦІЇ ТВОРЧОГО МАТЕМАТИЧНОГО МИСЛЕННЯ

Цей розділ присвячено аналізу наукових підходів до проблеми активізації та оптимізації творчого мисленнєвого процесу. Подається аналіз психологічних впливів навчально-тренінгових систем, зокрема, системи КАРУС.

Розглянуто психологічні засади активізації творчого математичного процесу та обґрунтовано впровадження комплексу спеціальних методів впливу на пошуковий математичний процес. В основу цього комплексу покладено модифікований автором варіант творчого тренінгу КАРУС та використання спеціальної серії запитань.

Подано розширений аналіз результатів використання розроблених і впроваджених прийомів активізації та оптимізації пошукового математичного процесу.

7.1 Засоби стимуляції творчого мислення

Про здібність до творчості не можна сказати, що вона або притаманна суб’єктові, або ні. Просто одних людей можна назвати більш творчими особистостями, інших – менш творчими (оскільки існують люди більш чи менш привабливі, атлетичні тощо). У зв’язку з цим В.М.Дружинін зауважує: “ Це дає можливість уявити популяцію людей у вигляді деякого ряду, на одному кінці якого будуть особи, що володіють унікальністю лише на рівні індивіда, а на другому – яскраво виражені “креативи”, нестандартне мислення яких уже втрачає зв’язок із когнітивною сферою даного соціуму.” [136, с. 181] 

Суперечки науковців про можливість зробити людину більш здібною до творчості за допомогою спеціальних  вправ і прийомів привели до того, що більшість із них схильні вважати, що це можливо. Трактування наукових результатів  У.Д.Гордона [468], А.Ф.Осборна [481], П.Я.Гальперина [94, 95], Г.С.Альтшуллєра [ 12, 13, 14],  Г.Я.Буша [67, 68], В.О.Моляко [293, 294], І.М.Семенова [367], С.Ю.Степанова [384], А.Ф.Есаулова [443], та багатьох інших, як свідчення того, що тренування мислення покращує творчі здібності, є цілком достовірним. Таким чином, споконвічні прагнення людини відшукати такі форми впливу на психіку, що сприяли би активізації творчого мислення, знаходять свої наукові обґрунтування і засади.

Слід зауважити, що проблема оптимізації й активізації творчого пошукового процесу може бути розв’язаною при наявності відповідних засобів та прийомів.  Психологія має у своєму арсеналі багато таких засобів. Деякі з них, як, наприклад, метод дискусій відомі ще з часів Платона, другі (“мозковий штурм” А.Ф.Осборна, “синектика” У.Д.Гордона,  “алгоритм розв’язання винахідницьких задач” Г.С.Альтшуллєра,  “гірлянди асоціацій” Г.Я.Буша, КАРУС В.О.Моляко та багато інших) - створені нашими сучасниками. На сьогодні в літературі описано близько трьох десятків таких методик.  Всі вони тим чи іншим чином здатні впливати на творчу активність людини, що теоретично обґрунтовано й емпірично перевірено їх розробниками. 

Науковці виділяють у  творчому процесі  те, чого можна навчити і те, що не можна навчити. До першого відносять, наприклад, операційні компоненти творчого процесу в конкретній галузі, до других – рефлексивну позицію суб’єкта відносно задачі, яку він розв’язує. З точки зору психологів, для формування  творчого потенціалу особистості необхідно: відсутність регламентації предметної активності; наявність позитивного взірця творчої поведінки; створення умов для повторення творчої поведінки; соціальна підтримка творчої поведінки [71, 136, 137, 421, 422]. Зупинимось більш детальніше на цьому.

Різні науковці по-різному підходять до розв’язання проблеми активізації й оптимізації пошукового мисленнєвого процесу. Зазвичай організовується вплив через 1) формування різних передумов творчості; 2) зовнішні фактори; 3) внутрішні фактори; 4) різні поєднання трьох попередніх факторів. До передумов творчості прийнято відносити загальний рівень розумового розвитку особистості; рівень знань у тій галузі, в якій здійснюється творчий акт; мотивація; ціль тощо. 

До зовнішніх умов, що впливають на творчий процес, слід віднести соціально-психологічний клімат, комфорт умов розумової праці, можливість раціонального вибору інформації. Дослідження Д.Б.Богоявленської  [48, 49, 50], А.М.Матюшкіна [252], В.Н.Дружиніна [136, 137] переконливо доводять, що творчість є тією людською властивістю, яка актуалізовується лише тоді, коли це дозволяє навколишнє середовище. Тому формування будь-якої творчості можливе лише в спеціально організованому середовищі [49, 88, 181, 210, 258, 294, 430]. 

До внутрішніх факторів, що сприяють творчому процесові, належать деякі особистісні якості суб’єкта: не підпадати під конформізм і лояльно відноситись до змін; володіти самомотивацією, щоб самим себе підтримувати й знаходити задоволення у творчому процесі; не боятись ризику, невдач, що є невід’ємною частиною пошукової діяльності; терпимо відноситись до невизначеності. При цьому, науковцями визнається засадна роль загального рівня розумового розвитку й рівня знань у тій галузі, в якій здійснюється пошук розв’язку сформованої проблеми (передумови творчості) [64, 155, 439]. 

Найбільше досліджень у цьому напрямку проводилось для з’ясування взаємозв’язку творчості та інтелекту. Назагал, люди з високим показником інтелекту більш  здібні до мисленнєвої творчості, але цей взаємозв’язок не є прямолінійним. Очевидно, що для прийняття творчих рішень, необхідний певний мінімум інтелекту, а рівень інтелекту, що вищий цього мінімуму, вже не відіграє особливої ролі [64, 136, 323, 381, 389, 418, 421, 489]. Тобто активізувати творчий потенціал енциклопедичними знаннями не вдається. Більш того, людина може бути не дуже освіченою, але мати високий творчий потенціал. Про це свідчить велика кількість раціоналізаторських пропозицій, що запропоновані робітниками різних виробництв, які не мають вищої освіти.

Розглядаючи творчість, як і будь-яку іншу діяльність людини в соціальному контексті, важливо створювати сприятливі для неї зовнішні фактори. Щоб творче мислення формувалось як глибинне, а не лише ситуативне надбання суб’єкта, його формування повинно проходити під впливом умов середовища. Тому таке середовище мусить володіти високим ступенем невизначеності для стимулювання пошуку власних орієнтирів і потенційною багатоваріантністю, що забезпечує можливість їх знаходження. Крім того, середовище, що здатне активізувати творчий процес мусить містити взірці творчих мисленнєвих актів, творчих рішень [51, 70, 88, 111, 304, 354, 376, 409, 418, 422, 431, 450, 469].

 Зокрема, важливо створювати таку атмосферу, при якій людина буде розцінювати розв’язання поставленого перед нею завдання, як любимого заняття, а отже, виконуватиме його зацікавлено, із великим бажанням досягти мети, бо, як відомо, люди в більшій мірі використовують свій потенціал тоді, коли їх спонукає до діяльності інтерес, коли отримують від неї задоволення [73, 75].

Тобто, для того, щоб найкращим чином підштовхнути людину до творчості, необхідно створити навколо неї обстановку, що максимально підвищує її внутрішню мотивацію до творчості і, що не менш важливо, виключити ті фактори, що її приггнічують. З цього приводу Д Халперн. указує на шість умов, при яких мотивація до творчості спадає: постійне оцінювання; нагляд; винагороди; змагання; обмежений вибір (наприклад, матеріалів); не сприятливі зовнішні фактори, що впливають на вибір роботи [418].

На жаль, в багатьох випадках діяльність людей не супроводжується стимулюючими творчість факторами. Наприклад, в більшості навчальних закладів основним змістом зовнішньої мотивації є: для студентів – отримати такі оцінки, при яких призначають стипендію; для викладачів -  отримати зарплатню. Не надається належної уваги такій організації середовища педагогічного процесу, яка б сприяла, підтримувала й заохочувала прояви творчості. Психологи акцентують увагу на значущості змісту мотиваційної сфери як джерела пошукового процесу, а отже, і можливості впливу через них на творчий процес, із метою його активізації [42, 183, 371]. 

Ряд науковців підходять до розв’язання проблеми активізації мисленнєвої діяльності через удосконалення її структурної організації та якості прийомів мислення. Зокрема, за допомогою підказок [110, 172, 192, 334, 362]. При цьому, вважається, що стимулювати може лише найбільш суттєва інформація, а ефективність стимуляції пов’язана з її місцем у структурі діяльності суб’єкта і тим у структуру прямого чи побічного мисленнєвого продукту вона включена [334].

Описані в літературі підходи загалом сприяють якіснішій організації мисленнєвих процесів загалом та активізації можливостей суб’єкта у розв’язанні творчих за своїм змістом задач. Вони формують системи прийомів організації мислення, що сприяють покращанню розуміння текстів завдань, продукуванню найрізноманітніших гіпотез, прогнозів та формують здатність суб’єкта самостійно глибоко й всебічно їх перевіряти, а також доводити й обґрунтовувати рішення, що приймаються впродовж творчого мисленнєвого процесу.

Проте зустрічаються методики підвищення творчого потенціалу, які спрямовані на локальний вплив і стимулюють застосування суб’єктом певної технології розв’язання нестандартного завдання [наприклад, 329]. В таких випадках, адаптуючись до такої технології, студенти демонструють її застосування на вимогу, але при цьому їх дії є швидше відтворюючими, ніж творчими. 

Як вже неодноразово підкреслювалось, процес розв’язання творчої задачі визначається продуктивністю функціонування алгоритмічних та евристичних прийомів. При цьому, як відомо, алгоритми – це система операцій, яка забезпечує розв’язання  певного, відомого суб’єкту, класу задач. Вона може як сприяти, так і гальмувати пошуковий процес, що спрямований на розв’язання нової для суб’єкта задачі. Завдання активізуючих творче мислення прийомів у “знешкодженні” негативного впливу відомих суб’єкту  алгоритмічних дій, у перетворенні їх на допоміжні конструкції, що можуть бути використані як у готовому вигляді, так і після певної адаптації. Тобто, будучи чітко регламентованими, алгоритмічні дії не мусять виступати на передній план пошукового процесу, але завжди бути “під рукою”. 

Поряд із цим, евристичні прийоми, що самі по собі не гарантують безпомилковості розв’язання, містять лише загальні вказівки. Вони лише можуть сприяти пошуку шляхів розв’язання нової проблеми. Людина, діючи в умовах невизначеності, отримує певну опору у вигляді евристичних прийомів. Ці евристичні прийоми і є основним змістом оптимізації  творчого процесу за допомогою різних методик, що вже згадувались.

Відомі прийоми активізації пошукового процесу, з однієї сторони стимулюють пізнавальні механізми розв’язуючих, з іншої – стимулюють “особистісний вимір” розв’язання задач, тобто сприяють усвідомленості основ розв’язання, напрямку пошуку розв’язку [368, 384, 470]. Оптимізація й активізація пошукового процесу може здійснюватись, опираючись на обидва компоненти цього процесу через системне залучення суб’єкта у творчу діяльність, що стає можливим при умові спеціальної організації навчання особи певним вмінням розв’язання творчих задач. Таке навчання можна проводити, організовуючи спеціальний тренінг – гнучку систему впливів на творчу діяльність суб’єкта. 

Існують дві основні форми тренінгу: спрямованого на розвиток окремого вміння; спрямованого на набуття, поглиблення досвіду аналізу нових ситуацій. Стосовно творчих задач застосовують тренінг другої форми. Основна його мета, як влучно зазначив В.В.Чавчанідзе, “нарощувати щупальці” як можна в більшій кількості і в різноманітних напрямках, тобто сприяти продукуванню різноманітних ідей, їх якісному обстеженню й селекціонуванню [424].

Системи прийомів, що охоплюються методикою конкретного тренінгу, можуть бути розраховані  для індивідуального чи колективного впливу або допускати модифікацію впливів обох видів [ 261, 262, 293]. 

Визначаючи  творчий тренінг як один із методів підвищення компетентності людини у сфері творчого мислення, як правило мають на увазі розв’язання ряду завдань. По-перше – це сприяння покращанню орієнтації  у контексті даного завдання та якісному діагностуванні задачі: віднесення її до певної категорії. По-друге, тренінг покликаний підвищувати сприймання контексту нової задачі. Тобто, виявляти структурні елементи задачі і явно дані її умовою взаємозв’язки між ними в якомога повному об’ємі. По-третє - з’ясовувати приховані зв’язки між структурними елементами й наслідки з них. По-четверте – аналізувати й контролювати власні мисленнєві кроки через детальне обстеження наслідків, до яких ці кроки приводять.

А ще тренінг творчого мисленнєвого процесу повинен сприяти активізації неусвідомлених актів. І навіть у деяких випадках бажаним може бути зменшення усвідомленого регулювання діяльністю в користь неусвідомленого [80]. Тобто, творчий тренінг за допомогою спеціально створених експериментальних прийомів повинен активізувати продуктивну функцію рефлексивного компоненту мислення [384].

Крім того, до завдань тренінгу мисленнєвого процесу належить сприяння поглибленому осмисленню сутності перешкод, складнощів, що характерні для проблемних ситуацій, та з’ясуванню умов і факторів, що допомагають їх обійти. У творчому тренінгу мова йде не стільки про отримання додаткової інформації у цьому напрямі, як про отримання інтелектуально-емоційного досвіду, правильного всебічного оцінювання та подолання нової проблеми. 

Отже тренінг спрямовується не стільки на аналіз абстрактної ситуації, скільки на отримання особистістю власного досвіду подолання  проблеми. Інформація про існування перешкоди, складнощів стає не привнесеною зовні інструкцією-інформацією, а особистісним надбанням, бо перепущена через власний досвід подолання мисленнєвих перешкод.

Сучасна психологія має у своєму арсеналі численні засоби стимулювання творчого мислення, що в більшій чи меншій мірі сприяють активізації й оптимізації тієї чи іншої сторони пошукового процесу. В якості прикладу можна розглянути систему КАРУС [293, 294].

Аналіз творчої діяльності в техніці дав змогу авторові, В.О.Моляко, створити навчально-тренінгову систему КАРУС, що є системою впливу на творчу діяльність суб’єкта через стимулювання окремих циклів творчого розв’язання задачі [190, 293, 374, 447]. Усі положення цієї системи базуються на конкретному вивченні процесу технічної творчості, всіх його циклах, стратегіях, тактиках. У стислому вигляді ця система включає: увідні інструкції; інструкції й задачі для комбінування, пошуку аналогів, реконструювання; інструкції й задачі для застосування ускладнюючих умов розв’язання технічних задач; інструкції й задачі для організації творчих ігор. Крім того, система включає деякі різновидності та фрагменти інших методів чи переплітається з ними (наприклад, синектикою), анкетування учасників тренінгу за спеціальними запитаннями; проведення вільного творчого пошуку.

Отже, згідно сучасної наукової точки зору творчий потенціал можна активізовувати за допомогою тренінгу, умовами проведення якого є, в першу чергу, спеціально організоване середовище. Крім того, такий тренінг повинен формувати суб’єктивну уяву про творчий мисленнєвий продукт, створювати умови для пошуку творчого результату, організовувати інтелектуально-емоційний досвід правильного всебічного оцінювання сутності проблеми та досвід її долання.

7.2 Принципи активізації творчого математичного мислення

Пошук шляхів вдосконалення творчого процесу в математиці має свою давню історію, яку розпочали творці в галузі математики. Першими авторами евристичних ідей вважаються Евклід, Аполлоній і Аристотель, а більш-менш систематизовані ці ідеї були в роботах грецького математика Паппа (300 р. н. е.). В основу евристичних порад було покладено навчання прийомам аналізу та синтезу. Найбільш відомі спроби створити струнку евристичну систему проведені пізніше Р.Декартом, Г.В.Лейбніцом, Б.Больцано. 

Сучасна евристика також намагається осягнути процес розв’язання математичних проблем. Цьому присвячені роботи А.Пуанкаре [346],  Г.Вейля [78], Д.Пойя  [326], Ж.Адамара [5], М.Клайна [184] та інших. Зокрема,  Д.Пойя зробив величезний вклад у створення й популяризацію евристичних прийомів для розв’язання математичних проблем. З його точки зору: “Евристика повинна будуватися як на основі нашого власного досвіду в розв’язанні задач, так і спостережень за тим, як розв’язують задачі інші” [325, с. 188]. Саме тому важливо формувати такий суб’єктивний досвід розв’язання математичних проблем, що сприяв би пошуковій діяльності при зіткненні з  новою математичною проблемою. 

Аналіз пошукового математичного процесу, що подано в попередніх розділах показав, що значна частина студентів не має навичок роботи з творчими нешаблонними задачами; не використовує широко діапазон власних математичних знань; не вміє правильно аналізувати умови задач; не активно продукує різні за змістом прогнози, гіпотези; не вбачає необхідності в детальній апробації мисленнєвих результатів; у значній мірі прив’язується до відомих алгоритмічних дій; не зорієнтована на пошук оригінальних, нестандартних розв’язків.  Це стало причиною того, що ми поставили собі завдання знайти шляхи оптимізації та активізації пошукового математичного процесу студентів технічного внз.

Як відомо, оптимізація процесу розв’язання творчих мисленнєвих задач сприяє оптимізації творчої діяльності в будь-якій галузі науки, тому відшукання та впровадження таких засобів може сприяти як поліпшенню пошукової діяльності суб’єкта взагалі, так і  в конкретній галузі науки.

Трактуючи процес розв’язання творчих математичних задач як паралельний перебіг трьох взаємопов’язаних, однаково значущих складових процесів: розуміння задачі, формування гіпотези розв’язку, апробації математичних результатів, будемо вважати, що активізація процесу розв’язання суб’єктом нових математичних задач настає через активізацію цих трьох складових.

Тобто активізація пошукових математичних дій у першу чергу, повинна опиратися на підсилення здатності зрозуміти математичну проблему, що у свою чергу означає покращання виявлення, збереження й застосування в подальшому інформації, яка міститься у змісті задачі. Математична інформація, як відомо, закодована математичними термінами, формулами, геометричними та графічними образами, структурована так, що містить математичну проблему. Тому засоби впливу мусять з однієї сторони опиратись на певну необхідну суму математичних знань, з іншого боку -  формувати живий інтерес до здобуття тієї математичної інформації, що описана й закодована змістом задачі.

Результатом розуміння задачі є створення осмисленого внутрішнього образу, що відповідає задачній ситуації. Правильно сформований образ виявляє характерні особливості задачі, класифікує інформацію, розміщуючи  у просторі і, роблячи її наочною. Тому створення вдалого внутрішнього образу сприяє розв’язанню задачі, бо має в основі чітке уявлення про умови й вимоги задачі, з’ясовує якої інформації не вистачає, а яка є суперечливою. Це забезпечує побудову пошукових дій, спрямованих  на те, щоб задовольнити вимоги. 

У зв’язку з цим важливо сприяти формуванню різних інтерпретацій задачі і якісному відбору з них найбільш вдалої, тобто такої, що містить всю релевантну інформацію і виявляє зв’язки між окремими її складовими. До методів різної подачі задачі, що описані в літературі, належать: запис задачі; побудова графіків, схем, діаграм, матриць, таблиць; зображення ієрархічної залежності; використання моделей тощо. [418]. Це сприяє запобіганню переобтяження короткочасної пам’яті, розташуванню й акцентуванню по значущості структурних елементів (коли дані задачі взаємозалежні), розбиттю даних за категоріями для подальшого аналогізування. 

Як вже неодноразово наголошувалось, процес пошуку  розв’язку творчих математичних задач – це в значній мірі процес висування й перевірки гіпотез. Цей процес може мати хаотичний, або впорядкований характер. Дослідники процесу розв’язання творчих задач вказують на важливість вміння  будувати план для пошуку й відбору рішень [326]. Тому через активізацію побудови планів розв’язання, продукування гіпотез, що їм підпорядковані, можна впливати на пошуковий процес, спрямований на розв’язання творчих математичних задач.

Головне в цьому - вироблення звички планувати стратегію прийняття рішення. Варто відзначити, що більшість порад, пов’язаних із вдосконаленням навичок розв’язання творчих задач у тій чи іншій мірі опираються на організацію планування [наприклад, 326]. Більш того, в даний час існують численні комп’ютерні програми, що пропонують готові плани розв’язання задач, а також таких, що проголошують підвищення у користувачів навичок розв’язання творчих задач після їх використання. Проте такі новації ще недостатньо досліджені науковцями, щоб беззастережно підтвердити їх ефективність.

Найбільш дослідженими у психології є різноманітні евристичні прийоми, поради (іноді в літературі їх називають стратегіями) для розв’язання задач, про які вже йшлося в п. 7.1. Їх можна розглядати як способи планування розв’язання. Але планування пошуку розв’язку, як і прогнозування вмілому, передбачає відбір кращого з можливого, із виявленого (елемента, гіпотези, плану тощо), тобто процес апробації. Звісно, що якість, оптимальність апробаційних дій має свій відбиток на пошуковому процесі. Тому активізація процесу розв’язання творчих математичних задач – це активізація й оптимізація процесу апробації математичних результатів. 

У літературі рідко описуються прийоми, що стимулюють апробацію математичних дій [367]. Вони в більшій мірі стосуються методичного аспекту. Однак, як вже було показано, апробаційний процес – повноцінна складова процесу розв’язання творчих математичних задач. Він дає змогу виявити хибні мисленнєві результати, що в значній мірі мають психічні засади. Тому, на нашу думку, оптимізація цього процесу може сприяти уникненню численних помилок, або виявленню їх на більш ранньому етапі розв’язання. Якісна апробація гіпотез, планів, що продукуються в процесі розв’язання, сприяє виявленню оригінального, більш якісного розв’язку. 

Таким чином, враховуючи значущість всіх трьох складових творчого математичного процесу для активізації останнього, необхідно мати засоби впливу на всі його складові. З іншого боку, пошуковий математичний процес містить щонайменше три грані: когнітивну, процесуальну, особистісно-регулятивну. Тому вплив на його перебіг можна здійснювати за їх допомогою. 

Це, по-перше, навчати розв’язуючих різних мисленнєвих прийомів та формувати навички їх використання. (Вважаємо, що рівень математичних знань, якими володіють суб’єкти, достатній для розв’язання конкретних задач.) По-друге, оскільки складові самі структуровані за допомогою мікроетапів, то активізація пошукового математичного процесу – це комплексний вплив на складові мисленнєві дії, що мають місце на мікроетапах.

У кожного суб’єкта формується своє глибинне уявлення, що відповідає тій інформації, яку містить задача, продукується свій план виходу з проблемної ситуації, свої методи перевірки достовірності отриманих результатів. Тому, по-третє, необхідно активізовувати саме індивідуально значущі елементи пошукового процесу. 

У цьому сенсі, стосовно творчих математичних задач, суттєвим стає оптимізація процесу формалізації проблемної математичної ситуації через математичні символи; диференційована активізація числового, символьного чи просторового компоненту; формування навичок оперування логічними прийомами, активізація дії неявного знання та потоку суб’єктивних догадок. 

Усе це в певному поєднанні утворює інтегральну сутність кожного індивідуального творчого математичного стилю, про які йшлося в розділі VІ і може стати підґрунтям для індивідуального втручання в пошуковий процес при проведенні тренінгового навчання з метою покращання його результативності.

Коли мова йде про творчу математичну задачу, слід пам’ятати, що в математиці вже існує численна кількість алгоритмічних прийомів розв’язання математичних проблем, а результативність пошукових дій у значній мірі обумовлена взаємоузгодженністю функціонування алгоритмічних та евристичних прийомів. Тренінгове навчання не може уникнути формування у суб’єктів алгоритмічних дій, однак воно не повинно перетворити такі дії у гальма. Засвоюючи алгоритми дії, людина часто вбачає можливість їх застосування і чинить саме так, в той час, як розв’язання конкретної математичної задачі не передбачає такого застосування.

Так окреслюючи підходи, що сприятимуть покращанню математичного мисленнєвого процесу, ми здійснили спробу розробити засоби активізації й оптимізації мисленнєвих зусиль студентів, які розв’язують творчі математичні задачі. Базовими в цьому випадку були: по-перше, розроблені в психології положення про те, що спеціальна організація навчання учнів, студентів основним вмінням розв’язання творчих задач формує їх готовність до творчої діяльності; по-друге, процес оптимізації має враховувати форму подання задачі, обсяг інформації у ній, рівень її складності; по-третє, активізація творчого мисленнєвого процесу включає стимулювання особистісних чинників розв’язуючих (позитивної мотивації, пізнавального інтересу, складових компонентів їх мисленнєвого стилю тощо).

При складанні програми формуючої частини експерименту, основну увагу було зосереджено на оптимізації суб’єктивних факторів – активізації розумової діяльності особи, формування в неї позитивної мотивації, стійкого інтересу до процесу розв’язання творчих математичних задач, подолання інертності та стереотипності. Поліпшення об’єктивних факторів (оптимальна форма умови завдання, дозування рівня складності тощо) не входило до мети нашого дослідження. Ми виходили з того, що студентів необхідно адаптовувати до дійсності.

Ці положення були покладені в основу нашого експериментального навчання, головним засобом якого слугував творчий тренінг. У даному дослідженні ми використовували модифікований нами варіант творчого тренінгу КАРУС. Цей тренінг протягом останніх років підтвердив свою ефективність як спеціальний метод формування творчого мислення, пройшовши практичну апробацію при дослідженні творчого мислення школярів, студентів, при застосуванні в різних галузях науки й техніки  [190, 277, 292, 374].

Важливими психологічними характеристиками системи КАРУС є її обов’язкове орієнтування на навчання із застосуванням ускладнених умов. Це досягається через спеціальні прийоми: інформаційне обмеження, інформаційне перевантаження, раптові заборони, вимоги пошуку нових варіантів розв’язку, швидкісне ескізування, ситуативне драматизування. Дана система передбачає різні модифікації, може використовуватись в повному обсязі, чи фрагментарно.

У навчальній діяльності студентів ще не достатньо використовуються завдання зі спеціально ускладненими умовами. З ряду відвіданих занять по фундаментальних і спеціальних дисциплінах  лише в 12% ми зауважили використання ускладнюючих прийомів. В ході бесіди з викладачами з’ясувалось, що вони рідко планують використання подібних завдань, відчувають труднощі у їх створенні. До того ж зміст існуючих посібників, підручників мало орієнтує викладачів на впровадження таких вправ: у них переважають вправи репродуктивного характеру. Це негативно впливає на формування стійкого пізнавального інтересу студентів до предмета, стримує мисленнєвий процес, не розвиває їх творчий потенціал, гальмує мотиви, що сприяють інноваційній діяльності.

Упроваджуючи програму нашого дослідження, ми виходили з того, що чим різноманітнішими будуть умови виконання завдання, тим вони будуть впливовішими на оптимізацію суб’єктивних факторів творчого процесу. Перебудова ставлення до творчої задачі, за нашою гіпотезою, повинна була позначитись на всіх складових процесу розв’язання таких задач. Показниками його для нас виступали якість найбільш значущих мисленнєвих операцій, кількість і якість правильних розв’язків, активізація та взаємоузгодженість числового, символьного, просторового, логічного, інтуїтивного компонентів математичного мислення, прагнення до пошуку нестандартних, оригінальних розв’язків.

Основними умовами впровадження ускладнюючих умов були: 1) усвідомлення студентами труднощів, що виникають у реальному житті; 2) віра, що при певній мобілізації інтелектуальних зусиль такі труднощі можна подолати; 
3) потреба в пошуку відповіді; 4) достатній рівень їх знань; 
5) наявність досвіду переживань досягнення позитивного результату. А результати впровадження очікувались у вигляді нешаблонних підходів до розв’язання складних математичних завдань, вільного орієнтування в нових умовах, критичного ставлення до змісту задачі і власних пошукових  результатів, продукування різних ідей і вільного варіювання ними.

Уже давно з’ясовано, що вміння задавати запитання активізовує мисленнєві дії і тих, хто їх задає, і тих, хто на них відповідає. Особливо важливе значення при цьому мають запитання, що стосуються суті справи. Вони стають рушійною силою мисленнєвих дій. При цьому, в літературі зазначається, що вміння ставити запитання є складним вмінням,  якого варто навчати учнів, студентів тощо [202]. 

А.Кінг провела ряд досліджень, результати яких переконливо свідчать про немалу користь для студентів впровадження методу взаємних запитань і відповідей [472]. Цей метод полягає в тому, що студенти задають, продумані запитання, на які потім по черзі відповідають. При цьому з’ясувалось, що вони запам’ятовують і розуміють лекційний матеріал значно легше, ніж ті студенти, що не були охоплені таким “запитальним” тренінгом. 

Автор розробила серію запитань, які можна задавати, видозмінивши в будь-яких ситуаціях. Вона виявила, що, коли студентам вдається засвоїти техніку використання таких запитань, вони задають їх спонтанно в самих різних ситуаціях і не лише в навчальному процесі. В таблиці 7.1. наведено ці запитання з незначною адаптацією до процесу розв’язання математичних задач разом із передбачуваними автором навичками мислення, які вони повинні активізовувати.

Маючи свідчення впливу серії таких спеціальних запитань на процес розуміння інформації, ми зацікавились їх впливом на процес розв’язання творчих математичних задач, тому взяли їх у впровадження нашої формуючої частини дослідження. Ми з’ясували, що більшість студентів звикли задавати примітивні запитання, які вимагають при відповіді на них невеликої напруги пам’яті, активізації поверхневої інформації, або такої, що найбільш очевидним чином пов’язана з тією інформацією, що викликала запитання. Майже відсутні запитання-прогнозування: “Що станеться, якщо ... ?”, запитання спрямовані на з’ясування причинно-наслідкових  відношень: “Яким чином ... впливає на ...?” тощо. 
Ще більш примітивнішого змісту формулюються запитання стосовно проблемних ситуацій, в тому числі стосовно  нових задач.  А задачі, що в більшій мірі пов’язані з математичними формулами, часто гальмують вербалізацію будь-якого запитання. Тому, враховуючи активізуючу роль формулювання запитань для мисленнєвого процесу, ми дійшли висновку, що необхідно формувати у студентів звичку задавати більш складніші, глибші запитання.

Це в значній мірі стосується вміння задавати такі запитання стосовно отриманої інформації з будь-якої навчальної дисципліни і ще в більшій мірі стосовно будь-якої нової задачі. Адже, в основі таких вмінь лежить глибокий аналіз різнопланової інформації, що може сприяти активізації мисленнєвих кроків і оптимізації пошукових дій. 

Серія таких запитань впливає на весь хід розв’язання (на всі його процеси): актуалізовує знання, вміння, навички; активізовує мисленнєві операції і сприяє їх результативності на   всіх  етапах   розв’язання;   підсилює мотиваційний  аспект 

Таблиця 7.1 - Запитання для активізації мислення

	№
	Зміст запитання
	Навички мислення

	1
	Яким чином можна ... використати для ...?
	застосування

	2
	Що станеться, якщо ...?
	прогнозування

	3
	Що мається на увазі під ...?
	аналіз

	4
	В чому сильні й слабкі сторони ...?
	аналіз

	5
	На що схоже ...?
	ідентифікація

	6
	Що ми вже знаємо про ...?
	активізація знань

	7
	Яким чином ... впливає на ... ?
	активізація причи-

нно-наслідкових відношень

	8
	Яким чином ... пов’язано з ...?
	активізація знань

	9
	Поясніть, чому ...?
	аналіз

	10
	Поясніть як ...?
	аналіз

	11
	В чому смисл ...?
	аналіз

	12
	Чому важливо ...?
	аналіз

	13
	В чому різниця між ... і ... ?
	порівняння, протиставлення

	14
	Чим схожі ... і ... ?
	порівняння

	15
	Як можна застосувати ... в конкретній задачі?
	застосування

	16
	Який аргумент можна навести проти ... ?
	контраргументація

	17
	Який ... є кращим і чому?
	обґрунтування

	18
	Якими можуть бути можливі розв’язки задачі?
	синтез ідей

	19
	Порівняйте ... і ... на основі?
	порівняння, протиставлення

	20
	Що є причиною ...  і чому?
	аналіз причинно-наслідкових зв’язків

	21
	Чи згідні ви з твердженням, що ...?
	оцінка, обґрунтування



мисленнєвих кроків та інші складники індивідуально особистісного компонента пошукового процесу. Саме тому, на нашу думку, важливо було долучити їх у творчий процес математика як внутрішні психологічні умови стимуляції.

Таким чином, розроблений нами модифікований варіант творчого тренінгу включає використання спеціальної серії запитань та ускладнюючих умов при розв’язанні серії творчих математичних задач. Зупинимось більш детальніше на особливостях їх впровадження в умовах експериментального навчання. 

 Таке навчання проводилось на задачах №3 серій I-XІ (див. Додаток А). А саме: у формуючій частині експерименту, кожен учасник розв’язував серію задач у спеціально створеному режимі у тісній співпраці з експериментатором. Після ознайомлення з першою задачею цієї серії, студентові задавалось кілька запитань, які за змістом були близькі до тих, що у таблиці 7.1. Ще кілька запитань студент отримував у процесі розв’язання задачі. При цьому експериментатор намагався апробувати як можна більшу частину таких запитань. При розв’язанні наступних задач, до формулювання запитань навколо змісту задачі долучались розв’язуючі, а процес розв’язання останніх задач супроводжувався вимогою сформулювати й відповісти на кілька запитань згідно запропонованого взірця.

Крім залучення студентів до процесу формулювання різноманітних запитань і пошуку відповідей на них, у процес розв’язання вказаної серії з одинадцяти задач, застосовувалися спеціальні ускладнюючі умови, використання яких мало своє цільове призначення. Такі ускладнення мали характер різних раптових заборон, чи раптових вимог. Наведемо приклади фрагментів процесів розв’язання, де були введені такі вимоги.

1. Метод раптових заборон полягає в забороні студентам на певному етапі розв’язання використовувати певні прийоми.

Задача №3. Серія I. 

Відправляючись у подорож, турист розрахував витратити дорогою 72 гривні. Протягом перших к днів його витрати співпадали з розрахунками, а потім він почав витрачати щодня на одну гривню більше, ніж розраховував. В дорозі він затримався на один день, тому витратив на всю подорож на 23 гривні більше, ніж розраховував. Скільки днів продовжувалась подорож?
(Витяг із протоколу пошуку розв’язку студента С.А.)

Для розв’язання цієї задачі студент вводить змінну величину x, позначаючи так ту кількість днів, що турист був у подорожі. Далі описує задачну ситуацію рівнянням:
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, що легко зводиться до квадратного рівняння: 
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, яке має два дійсні корені:
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Тепер, для знаходження конкретного значення коренів, студент надає різних значень параметрові k:  
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 Затративши досить часу, він зумів перевірити кілька послідовних значень k і хоч жоден з них не задовольнив задачу, бажання студента працювати в такому самому напрямі ще збереглося. Однак, в пошукову роботу втручається експериментатор.

Е: Не користуйтесь цим методом. З’ясуйте можливі значення коренів у загальному вигляді.

С.А.: k повинно бути додатнім, відмінним від нуля. k=1, 2, .. (замислюється)      
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   -  кількість днів, тому можуть приймати лише цілі додатні  значення. Отже  
[image: image121.wmf]196

k

44

k

k

2

+

+

±

  - натуральне парне число: k=2n, тобто         
[image: image122.wmf]49

n

11

n

12

n

x

2

2

,

1

+

+

±

+

=

 , а тому   
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 - ціле додатне число і т. д. 

Ми бачило, як раптова заборона сприяла руйнуванню стереотипу діяльності. Мислення стало більш гнучким. Поглибилось розуміння утвореного проміжного результату, про що свідчать подальші мисленнєві кроки. Продукуються нові якісно інші прогнози щодо значення шуканого розв’язку. Активізуються апробаційні дії, що призводять до економії мисленнєвих зусиль. Усе це разом формує вміння змінювати діяльність розв’язуючого залежно від виявлених обставин.

2. Метод пошуку нових варіантів полягає у вимозі розв’язувати задачу по-іншому, шукати нові варіанти розв’язків.

Задача №3. Серія ХІ. 

Довести, що 
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Після того, як студент, обчисливши подвійний інтеграл по всій області D, довів вказану рівність, експериментатор запропонував йому знайти інший варіант доведення.
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Піддослідний з’ясовує, що область інтегрування має дві осі симетрії, тому   
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, де область 
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 - це та частина області D, що міститься у першій чверті (див. рис. 7.1).  Так виникла ідея, обчисливши 
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, тим самим довести, що  
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Рисунок 7.1 - Ілюстрація області інтегрування 

в задачі №3 серії ХІ

Але і після цього експериментатор висуває вимогу шукати інший варіант розв’язання. Це змушує студента ще раз повернутися до вивчення умови задачі. Тепер він звертає увагу, що ліва частина рівності є формулою для обчислення площі фігури D, тобто площі тієї частини квадрата із стороною  рівною 2, що не містить круга діаметром 2 (див. рис. 7.1). Така площа рівна: 
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 , що і вимагалось довести.

Цей приклад ілюструє, що вимога шукати нові варіанти веде до руйнування стереотипів у математичному мисленні, до більш повного виявлення сутності, отриманої з умови задачі математичної інформації, до урізноманітнення математичної інтерпретації символьних (а в інших випадках числових чи просторових) математичних об’єктів.

3. Метод швидкісного ескізування полягає у вимозі малювати все те, що піддослідні уявляють подумки.

Отримавши завдання малювати все те, що уявляють, студенти розпочинали  із зображення структурних елементів,  що дані умовою задачі. Дещо пізніше вони зображували їх комбінації, перетини. Саме зображували, бо те, що було на рисунках, не можна назвати побудовою геометричного об’єкта. Частіше всього в подальшому ми спостерігали графічний пошук лінії перетину складових частин. Цю пошукову роботу можна назвати графічним експериментуванням. В таких випадках ескізування перетворювалось у своєрідний метод креслярсько-графічного аналізу й розв’язання задачі. 

Крім того, така вимога сприяла появі різних схем, таблиць, матриць, що відображали умову задачі, а отже, сприяли поглибленому її розумінню, активнішому прогнозуванню. Пошукова діяльність у такому режимі, збагачуючи мисленнєвий процес численними ілюстраціями, демонструє досліджуваним ту допомогу, що може надійти з рисунка, ескізу, креслення. Адже такі ілюстрації сприяють формуванню образних уявлень на різних мікроетапах пошуку. Окрім того, мета швидкісного ескізування вчити суб’єкта контролювати власну мисленнєву діяльність за допомогою своєчасної інтерпретації просторовими образами будь-яких математичних результатів (логічних висновків,  догадок), що знайдені у вигляді символів.

4. Метод часових обмежень полягає у вимозі до досліджуваних знайти розв’язок запропонованої задачі за обмежений проміжок часу, тобто умови розв’язання задачі наближались до екстремальних. Як правило, в таких випадках суб’єкт намагається знайти найбільш простий стереотипний розв’язок проблеми, часто повністю не з’ясувавши сутності задачі. Подальший спільний з експериментатором аналіз так отриманих “розв’язків” допомагає студентам позбутись стереотипів, ілюструє результат, що можна отримати при більш глибшому аналізі умови задачі, розвиває здатність правильно діяти в скрутних ситуаціях.

5. Метод інформаційної недостатності передбачає подання задачі з недостаючими даними в умові. 

У наше експериментальне розв’язання було включено цілу серію задач (серія XV) із неповним складом умови і ми вже ілюстрували в попередніх розділах найтиповішу поведінку студентів при розв’язанні задач у таких умовах. Саме це і підкріпило нашу впевненість у доцільності такого ускладнення процесу розв’язання в тренінговому навчанні, що було впроваджено, модифікуючи умови вибраних для тренінгу задач. Досвід розв’язання задач із неповним  обсягом необхідної інформації активізовує пошукову діяльність суб’єкта на перших етапах розв’язання, формує навички глибинного аналізу, актуалізовує значущість наявних складових задачі, урізноманітнює прогнозування й апробацію математичних результатів.

6. Метод інформаційного перевантаження ґрунтується на включенні в умову задачі зайвої інформації. 

Серія задач із таким ускладненням (серія XVI) також мала місце в експериментальному розв’язанні студентами математичних задач, про що згадувалось в попередніх розділах. Ми трансформували тексти тренінгових задач, включаючи деякі перевантаження в їх умови. Щодо такого виду ускладнень у тренінговому навчанні, то зауважимо, що воно мало на меті формування критичного ставлення до сформульованої умови задачі. Набута таким чином навичка, вивчаючи зміст завдання, перевіряти взаємоузгодження між даними задачі, можливість створення за існуючими даними цілісної математичної ситуації, сприятиме економії інтелектуальних зусиль, що можуть бути спрямовані на нерезультативні пошуки. Крім того, робота з перевантаженою інформацією математичною проблемою формує у студентів глибше розуміння взаємозв’язку необхідних і достатніх умов різних математичних тверджень.

Використовуючи цей метод, ми змінювали його форму для різних груп студентів: подавали зайву інформацію у підказці; вводили зайві умови і вказували на  існування таких; вводили зайві умови не вказуючи на їх наявність. Тобто, ми намагались утворювати такого виду ускладнення на різних етапах пошукового процесу, формувати різну їх суб’єктивну значущість для різних студентів.

7. Метод ситуативної драматизації полягає у введенні додаткової умови, що змінює хід розв’язання. Це можуть бути запитання-перешкоди, різні, непередбачувані звичною процедурою розв’язання, вимоги. Цей метод є різновидом методу заборони. Проілюструємо на прикладі.

Задача №3. Серія IV. 

Яке зі слів “необхідно”, чи  “достатньо” слід вжити замість крапок у такому математичному твердженні: “ Щоб можна було навколо піраміди описати сферу, ... , щоб основа цієї піраміди була правильним многокутником?”
(Витяг із протоколу студента М.К.)

М.К.: В основі піраміди може лежати будь-який многокутник. Якщо вона правильна, то многокутник правильний: правильний трикутник, правильний чотирикутник, правильний п’ятикутник і т.д. Тобто сторони основи піраміди рівні. Трикутник, квадрат, п’ятикутник ... .

Е.: А ромб ?
М.К.: У ромба сторони рівні,  ....    а кути  - ні ... . Чи такий чотирикутник є правильним ? (задумується)  Існують піраміди, в основі яких лежать ромби.

Е.: Існують піраміди, в основі яких лежать трапеції (демонструє макет такої піраміди).

М.К.: Заплутався. Почну спочатку. Чи можна описати кулю навколо піраміди, в основі якої лежить будь-який чотирикутник? Навколо будь-якого чотирикутника можна описати коло.

Е.: А якщо чотирикутник не опуклий ?
М.К.: Дійсно, якщо чотирикутник не опуклий, кола навколо нього описати не можна. Щось ми відійшли в сторону. В основу піраміди кладемо правильний, отже опуклий з рівними сторонами й кутами многокутник. Навколо нього завжди можна описати коло.

Е.: Завжди ?
М.К.: Так, завжди.

Е.: Але ж сфера і коло – це різні геометричні місця точок.

М.К.: Звичайно, але, якщо вершини основи (правильного многокутника) лежатимуть на колі, то і на певній сфері, якій належить дане коло.

Е.: Сфера не може однозначно визначатись одним колом.

М.К.: Так, але колом і точкою (вершиною піраміди) визначається однозначно, тому потрібно вставити слово “достатньо”.

Е.: Чи можна вставити слово “ необхідно” ? Можливо, якщо піраміда неправильна, то побудова неможлива ?
М.К.: Я знаю, що існують неправильні трикутні піраміди вписані у сферу, тому слово “ необхідно” вставляти не слід.

Демонстрування студентам крайніх наслідків, до яких може привести гіпотеза, розв’язок загострює їх відповідальність за якість мисленнєвої продукції, доводить їм необхідність детальної апробації отриманих результатів.

Відмітимо, що будь-яке ускладнення могло зустрічатися впродовж тренінгу у різних задачах і на різних етапах їх розв’язання. Часто такі ускладнення комбінувалися у процесі роботи над однією і тією самою задачею.

Варто наголосити ще на одній стороні передбачуваного впливу організованого нами  тренінгового навчання. Проведений раніше аналіз математичного пошукового процесу студентами показав, що він здійснюється на основі числового, символьного чи просторового компоненту математичного мислення, а його ефективність збільшується, коли студенти вільно оперують всіма цими складовими. Тобто математичний об’єкт, що подано у вигляді символу інтерпретують числовою характеристикою чи просторовою ілюстрацією; числову оцінку переводять у символьний чи просторовий математичний об’єкт тощо. Тому впровадження тренінгу передбачало вплив на такі складові. Це, на нашу думку, забезпечували спеціальні запитання та деякі ускладнюючі вимоги, що хоч і створювали складнощі в процесах розуміння, формування гіпотези розв’язку, апробації результатів, разом із тим спонукали до більш детального обстеження змісту задачі, до активнішого прогнозування, до якіснішого апробування отриманих результатів.

Аналіз численних застосувань творчого тренінгу КАРУС є свідченням того, що його результатом є активізація й оптимізація логічних дій та збільшення кількості інтуїтивно здобутих результатів [293]. Саме тому ми покладали надію на модифікований нами творчий тренінг як на засіб  позитивного впливу на логічну та інтуїтивну складові творчого математичного мислення.

Упроваджуючи тренінгову систему вправ, ми не диференціювали описані вище методи щодо творчого математичного стилю конкретного студента. Хоч, на нашу думку, цікавим є, з однієї сторони, результат впливу тренінгового навчання з метою спеціальної активізації характерних для кожного стилю мисленнєвих прийомів. З іншого боку, викликають зацікавлення результати впливу на ті складові пошукового процесу, що менше притаманні конкретному стилю. Ми обмежились при впровадженні тренінгового навчання загальним, спільним для всіх стилів творчого математичного мислення, впливом на пошуковий математичний процес, із метою його активізації та оптимізації. Результати цього впливу будемо аналізувати з акцентом на специфіці організації й проходження пошукових дій, що властива кожному виділеному нами стилю творчого математичного мислення.

В цілому використання описаних вище формуючих прийомів було розраховано на те, щоб: активізувати мисленнєву пошукову діяльність студентів, спрямовану на розв’язання творчих математичних задач; формувати впевненість студентів у своїх силах; стимулювати гнучкість мислення студентів за рахунок досвіду роботи в нестандартних ситуаціях, в ускладнених умовах. Питання про те, наскільки ефективним виявився комплекс перерахованих формуючих прийомів на пошуковий математичний процес проаналізуємо далі.

7.3 Аналіз ефективності використаних прийомів активізації та оптимізації математичного мислення

Дамо детальний аналіз впливу модифікованого нами творчого тренінгу на математичний мисленнєвий процес студентів. В ході формуючого етапу експерименту було відмічено значну активізацію розумової діяльності практично кожної особи протягом всіх етапів розв’язання задач. Спеціально створені умови примушували студентів більш глибше вивчати зміст задач, активніше висувати гіпотези, детальніше апробовувати математичні результати. Відсутність природної активності компенсувалась впливом із сторони експериментатора за допомогою тих методів, що описувались вище.

Творчий тренінг був спрямований на активізацію та розвиток базових компонентів пошукового процесу студентів технічного внз. Стан розвитку когнітивного компоненту визначався при умові достатності наявних у суб’єктів знань та досвіду для розв’язання поставлених перед ними задач. Тому активізуючі впливи на цей компонент у процесі тренінгу проводились через запитання на зразок 1, 6, 7, 9, 10, 11, 17, 20 (див. табл. 7.1), що забезпечували активізацію наявних знань та навичок. Крім того, студенти могли скористатись довідковою літературою (крім окремих випадків, де це спеціально не передбачалось). Проте, дослідженням було з’ясовано, що труднощі, які відчували студенти, були в основному пов’язані не з недостачею знань та навичок, а з невмінням ними послуговуватися, оперувати ними.

Уся система КАРУС, як відомо, спрямована на формування мисленнєвих стратегій – системотвірного чинника творчої діяльності особистості. Тому оптимізація пошукового процесу в першу чергу здійснювалася за допомогою формування мисленнєвих стратегій.

Підвищення рівня розвитку операційного компоненту в процесі тренінгу полягало у навчанні досліджуваних використовувати знання та досвід розв’язання математичних задач в ускладнених умовах: сприяти всебічному аналізові умови задачі; активізувати прогнозування, забезпечити відмову від стереотипів; формувати готовність апробовувати математичні результати. Цьому сприяють також запитання на зразок 3, 4, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 19, 21 (див. табл. 7.1), що безпосередньо спрямовані на актуалізацію основних мисленнєвих операцій: аналіз синтез, порівняння тощо та активізацію прогнозування. 

Вплив на особистісно-регулятивний компонент (мотиваційну сферу особистості, її математичні мисленнєві стилі) у впровадженому нами тренінгу забезпечувався в першу чергу досвідом успішного розв’язання суб’єктом різних типів творчих математичних задач. Це формує позитивну мотивацію, інтерес до даної діяльності. А з досвідом розв’язання задач у штучно ускладнених умовах пов’язана більша гнучкість мислення як здатність змінювати не ефективний напрям пошуку, здатність відмовлятись від відомих алгоритмічних прийомів на користь набутих евристичних навичок. Крім того, ретельне обстеження умови задачі глибинними різноплановими запитаннями сприяє активізації числового, символьного та просторового компонентів математичного мислення,  оптимізації логічної складової й активізації інтуїтивних знахідок у пошуковому математичному процесі.

Загальна картина пошукового процесу тих студентів, що приймали участь у тренінговому навчанні була такою. Процес розв’язання математичних задач під дією вказаних умов розгортається  в першу чергу, як процес їх переформулювання студентами на “свою” мову з опорою на попередні знання. В ході такого переформулювання, досліджувані отримують нові факти для аналізу, використовують нові поняття і, як результат, висувають нові гіпотези. 

Часто переформулювання спричинювалось певною вимогою, що висував експериментатор, або запитаннями, які формулювались експериментатором чи самим розв’язуючим. Саме це ставало причиною нового аналізу умови задачі (аналізом під іншим кутом зору), нового співставлення відомого й невідомого. Під дією таких вимушених переформулювань у процес мислення включаються все нові й нові дані, що веде до глибшого розуміння завдання. Неправильне, чи поверхневе розуміння частини умови долається контрумовами, що штучно створював експериментатор, чи провокаційними запитаннями зі сторони експериментатора, або тими, які складали студенти на його вимогу за відомими шаблонами.

У процесі пошукової діяльності в так ускладнених умовах вдається в значній мірі подолати інертність і стереотипність, бо, вивчаючи умови задач, в багатьох випадках досліджувані перестають опиратися на близькі аналоги, в них активізовується фантазування, математичне прогнозування. З’являються більш сміливіші гіпотези, гіпотези, що долучають знання з різних розділів математики, часто навіть знання з інших галузей науки. 

Процес формування гіпотези розв’язку ставав більш плідним і осмисленим. Мисленнєвий пошук деяких студентів, що спершу (при розв’язанні перших задач, які включені у тренінг) нагадував броунівський рух, перетворювався у цілеспрямоване прогнозування розв’язку, що скеровувалось тією чи іншою мисленнєвою стратегією. Проміжні результати детальніше обстежувалися і тому раціональні мисленнєві знахідки значно рідше відкидалися. 

Етап осмислення розв’язку, його обгрунтування стає більш значущим у структурі мисленнєвих процедур спрямованих на пошук розв’язку творчої математичної задачі. Необхідність всестороннього апробування знайденого розв’язку стає особистісним надбанням мисленнєвого процесу будь-якого студента, а функціонуючі суб’єктивні мисленнєві тенденції при цьому завершують своє формування у стратегії творчої пошукової діяльності.

На початкових етапах роботи в тренінговому режимі насторожені, дещо розгублені раптовими вимогами й заборонами, що є незвичним у їх особистій практиці розв’язання задач, студенти поступово перетворюються в активних учасників пошукового процесу, що з готовністю сприймали ускладнюючі умови.  Під кінець формуючої частини експерименту, при розв’язанні останніх задач, можна було зустрітись з такими репліками : “Я хочу пошукати ще один розв’язок”,  “Мені здається, що можна знайти розв’язок і при відсутності умови, що ...”.

Для з’ясування характеру впливу організованого нами творчого тренінгу на пошуковий математичний процес ми порівнювали процес розв’язання задач №6 серій I-IV студентами, що приймали участь у тренінгу й у нейтральній групі. При цьому всі учасники і контрольної, і експериментальної груп розв’язували по одній задачі. Зауважимо, що задачі №6  мають у своїй основі одну і ту ж математичну ситуацію, на основі якої сформульовано чотири задачі з різними вимогами. Умовами виконання студентами контрольної задачі була самостійна пошукова активність на всіх етапах розв’язання, довільний час виконання, припинення роботи за бажанням студента. Спостереження за роботою кожного велось індивідуально.

Для оцінки впливу застосованих прийомів порівнювався: характер мисленнєвого процесу з акцентом на якісних змінах трьох складових (розуміння задачі, формування гіпотези розв’язку, апробації отриманих результатів); деякі кількісні показники; функціонування формалізованих складових (числового, символьного, просторового); характер взаємодії логічних операцій, що застосовувались в межах відомих алгоритмічних дій, та інтуїтивних знахідок, що виникали під дією евристичних прийомів. 

Кількісними показниками були час розв’язання, кількість правильних розв’язків, кількість проміжних розв’язків. Ці дані подані у таблиці 7.2 

Таблиця 7.2 - Кількісні показники процесу розв’язання контрольних задач експериментальною та контрольною групами.

	     Контрольний     показник

Серія  

дослідження
	Середній час

(у хв.)
	Результативність розв’язання  (у %)

	
	
	розв’язано
	не розв’язано
	неправильно розв’язано

	Експериментальна

(80 студентів)
	3,4
	90
	2.5
	7.5

	Контрольна

(80 студентів)
	5,3
	56,2
	22,4
	21,4


Звісно, що отримання чи ні розв’язку є самим загальним критерієм якості пошукового процесу взагалі та всіх його складових (розуміння, формування гіпотези розв’язку, апробації). З таблиці видно, що при розв’язанні контрольних задач після тренінгового навчання значно більша частина студентів досягає успіху, при цьому середньостатистичний час, затрачений на розв’язання, суттєво зменшується. Більш детальний аналіз кількісних показників дає право стверджувати, що після проходження тренінгу змінюються і якісні ознаки пошукового математичного процесу. Навіть той факт, що суттєво зменшується кількість неправильних розв’язків, свідчить, що студенти набувають глибшого розуміння умови задачі. Вони рідше оголошують неправильний, всесторонньо не перевірений результат розв’язком. Це дає підстави вважати, що їх апробаційний процес набуває більшої значущості й досконалості. 

Підтвердження гіпотези про зміну результативності пошукового процесу як результату тренінгового навчання, ми отримали в результаті більш детальної математичної обробки кількісних даних. Згрупувавши показники часу розв’язання задач в інтервали по дві хвилини, ми отримали розподіл відносної частоти появи правильного розв’язку у вказаних інтервалах часу для контрольної та експериментальної групи студентів, що розв’язували контрольні задачі. Їх полігони частот зображені на рис. 7.2.
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Рисунок 7.2 - Залежність відносної частоти Р правильних розв’язків від часу t пошукової діяльності у студентів 

контрольної (1) і  експериментальної (2) груп.
У тому випадку, коли ілюструються результати контрольної групи учасників експерименту (графік 1), полігон частот є майже симетричною дзвоноподібною лінією, тоді як для експериментальної групи він зміщений вліво й асиметричний (графік 2). Тобто в першому випадку крива розподілу частот правильних розв’язків нагадує криву нормального розподілу. Це закономірно, бо спеціалісти в галузі математичної статистики [31, 107, 260, 372, 390] і психологи [22, 23, 44, 45, 184, 185, 207, 219, 245] вважають, що розподіл всіх психічних властивостей і здібностей людини близький до нормального розподілу (специфічний розподіл, математичні характеристики якого, мають свою інтерпретацію у психології).  На їх думку, це відбувається тому, що на будь-який психічний процес у природних умовах впливає велика кількість незалежних різноманітних факторів і частка впливу кожного з них однаково мала в порівнянні з їх кількістю.

Основна характеристика цього розподілу – симетрія полігону частот відносно середнього значення факторної ознаки (у даному випадку – часу, затраченого на отримання розв’язку). Відхилення від такої форми (зокрема, асиметрія кривої розподілу як у нашому випадку) оцінюється як результат впливу експериментальних умов дослідження. 

Асиметрія кривої розподілу не є випадковою. Про це свідчить її статистичне підтвердження на основі критерію Стьюдента [372], згідно якого за формулою   
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, тому різниця між середніми значеннями часу не є випадковою, а є наслідком організованого експериментального втручання, про що можна стверджувати на рівні значущості   
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Зменшення часу розв’язання контрольних задач експериментальною групою є суттєвою, але не найголовнішою ознакою зміни якості пошукового процесу. Проаналізуємо виявлені зміни стосовно його складових компонентів: когнітивного, операційного, особистісно-регулятивного. 

Розв’язання будь-якої задачі – це ще й збагачення особистісної системи  знань розв’язуючих тією інформацією, яка міститься в задачі і здобувається додатково в процесі її розв’язання. Така інформація, як відомо, закодована у математичних поняттях, а творчий тренінг сприяє більш активному й різноплановому її “розкодуванню”. 

Ми спостерігали, що студенти експериментальної групи під різні математичні поняття значно частіше підводили різноманітні математичні об’єкти (звісно, із певними застереженнями). Статистична достовірність цього факту підтверджена на основі Q –критерію Розенбаума за допомогою двох вибірок по 20 учасників експериментальної й контрольної груп. При табличному значенні  
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 ми отримали 
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, то відмінність у кількості об’єктів, що підводились під конкретне поняття у студентів із експериментальної і контрольної групи достовірна з достатньо високим рівнем значущості ( p<0,01). Тобто, наявні знання актуалізовуються  “у глибину”, віднаходяться такі ознаки та умови, що дають змогу підвести під конкретне математичне поняття об’єкти, що на перший погляд не належать до нього.

Крім того, процес розв’язання математичних задач як процес оперування студентами наявними математичними знаннями вираженими у структурних елементах та теоретичних фактах, що їх стосуються, передбачає дотримування певних правил оперування. Будь-який досвід розв’язання математичних задач формує глибокі знання суб’єкта про ці правила і перетворює їх у здобуток суб’єктивної когнітивної сфери. Це також стосується впровадженого тренінгу. До таких належить, наприклад, з’ясування області визначення для деяких типів рівнянь чи нерівностей.
Розв’язання серії задач у спеціально створених тренінгових умовах  привело до розширення системи знань і навичок ще й у дещо іншому ракурсі. По-перше, студенти набувають вміння задавати глибокі запитання на зразок тих, що використовувались у тренінгу. Розпочинаючи роботу над контрольною задачею, вони спершу апробовували її умову такими запитаннями, що має свій відбиток на змісті первинного поняття розв’язку. Більш того, набуту навичку студенти часто переносять за межі розв’язання математичних проблем і використовують при зіткненні з будь-якою новою ситуацією, для глибшого проникнення в нове, глибшого його розуміння. Зокрема, це часто спостерігалося в навчальному процесі.

По-друге, набутий досвід розв’язання задач в ускладнених умовах активізував апробаційні дії, збільшуючи їх суб’єктивну значущість, тому наповнення змістом первинного поняття розв’язку настає в результаті всебічно вивірених мисленнєвих дій. У студентів, що пройшли тренінг, значно збільшилась частка мисленнєвих операцій, спрямованих на перевірку отриманих математичних результатів. Формуються знання про достатній рівень якості перевірки та виробляється навичка обов’язково впроваджувати її у пошуковий процес. Вона стає його важливою складовою.

Усе ж успішність у розв’язанні нових математичних задач, при наявності відповідних базових знань, в більшій мірі, як вже зазначалося, пов’язана з умінням оперувати такими знаннями, тобто, з операційним компонентом пошукового процесу. Тому впроваджений нами творчий тренінг був спрямований в основному на його формування. Результатом зміни операційного компоненту в першу чергу є якість мисленнєвих операцій. 

Це виражається в більш глибшому аналізі змісту задачі. Можна стверджувати, що після тренінгового навчання студенти глибше вивчають зв’язки між структурними елементами, між структурними елементами та існуючими теоретичними фактами; якісно  диференціюють виявлені властивості на загальні й поодинокі. Крім того, виокремлені складові елементи часто розглядають у кількох рівнях: як дрібну окрему структурну одиницю і як складову певного математичного об’єкта. 

Очевидно, що більш глибший аналіз структурних складових задачі досягається в тому випадку, коли їх вивчають у найрізноманітніших новоутвореннях, тобто включаючи їх у різноманітні взаємозв’язки в якості складових математичних об’єктів. Ми взяли цю характеристику (кількість виявлених взаємозв’язків певних елементів з іншими структурними елементами, що присутні в задачі) за якісну ознаку пошукового математичного процесу. 

Було проведено статистичне оцінювання пошукових дій студентів двох груп (двох вибірок по 20 осіб) із тих піддослідних, що приймали участь у тренінговому навчанні і з контрольної групи. Оцінювання проводилося  за вказаною факторною ознакою і на основі Q-критерію [372]. Ми отримали 
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, що свідчить про суттєву відмінність (із рівнем значущості р<0,01) пошукового процесу двох вибраних груп за виділеною факторною ознакою.

Детальний аналіз структурних елементів проводиться досліджуваними і за допомогою різнопланового порівняння. Мова йде про якісну зміну процедури порівняння, що мала місце після тренінгового навчання, у процесі розуміння умови задачі; порівняння, спрямованого на відбір необхідних елементів чи теоретичних фактів для складання гіпотези розв’язку;  порівняння-апробацію отриманого результату з умовою та вимогою задачі.

Ще яскравіше поглиблення якості мисленнєвих операцій помітно, коли аналізувати їх дію через призму стратегій, якими послуговувалися студенти для досягнення результату. По-перше, розв’язання контрольної задачі експериментальною групою свідчить про позитивні зміни у функціонуванні стратегій. Ті домінуючі дії, що визначають зміст стратегії, проявляються значно чіткіше і яскравіше незалежно від етапу  розв’язання. У значній мірі долається інертність і стереотипність, активізується фантазування, тому мисленнєві результати, які при цьому отримуються, є оригінальними, нестандартними, навіть несподіваними. 

По-друге, хоч після тренінгу розв’язання задач за допомогою пошуку аналогів та комбінування залишилось переважаючим, доля використання універсальної стратегії та стратегії реконструювання значно збільшилась (див. табл. 7.3.), що, згідно точки зору В.О.Моляко означає більшу зрілість мисленнєвого процесу студентів.

Таблиця 7.3 - Кількісне співвідношення (у %) частоти появи результатів на основі різних мисленнєвих стратегій при розв’язанні контрольних задач

	Мисленнєві

 стратегії

Групи

студентів
	Аналогізування
	Комбінування
	Реконструювання
	Універсальна

	контрольна
	49,8
	19,1
	9,1
	22,0

	експериментальна
	36,3
	20,3
	15,2
	28,2


Слід також підкреслити, що в учасників експериментальної групи при розв’язанні контрольних задач, гнучкість мислення досягає значно вищого рівня. Про це свідчить більша кількість варіантів використаних властивостей структурних елементів, різноманітність новоутворених символьних математичних об’єктів із значно більшою варіативністю, ніж у студентів контрольної групи. При цьому показник гнучкості тісно пов’язаний з результативністю пошукового математичного  процесу. 

Як виявилось, введення в процес розв’язання ускладнюючих елементів апробування її умови різними запитаннями, сприяло формуванню стійкого інтересу до роботи над новою математичною задачею. Досліджувані експериментальної групи проявляли значно більший інтерес до розв’язання нової (контрольної) задачі, ніж досліджувані контрольної групи. Це виразилось хоча б у тому, що лише 2,5% учасників експериментальної групи відмовлялися працювати над контрольною задачею (проти 7,25% у контрольній групі), проте і ці відмови вдалось подолати експериментатору, чого майже не вдається у контрольній групі.

Виявлений інтерес до процесу розв’язання має місце впродовж всього пошуку розв’язку. Численні невдачі (нереалізовані гіпотези) не стають причиною відмови від подальших пошукових дій для студентів експериментальної групи, на противагу студентам контрольної групи, яких подібна ситуація змушувала припинити пошук розв’язку. Підвищений інтерес до таких математичних задач у студентів, що пройшли тренінг проявлявся ще й у тому, що вони намагались продовжити співпрацю з експериментатором: просили нові задачі, приносили наступного дня розв’язки задач, які не зуміли розв’язати.

Ми отримали на основі G-критерію знаків [372] ще й статистичне підтвердження того, що підвищення інтересу до пошукового процесу не є випадковим, а статистично достовірним наслідком впливу тренінгового навчання. Для цього студентам було запропоновано оцінити свій інтерес до нової задачі в п’ятибальній системі на початку і в її кінці розв’язання. Різниця цих оцінок (зміщення) могла бути і позитивною, і негативною, і нулевою. Такі заміри ми проводили для всіх студентів обох груп (експериментальної й контрольної). Результати подаємо у таблиці 7.4. 

Таблиця 7.4 - Розрахунок позитивних, негативних і нульових зміщень у студентів експериментальної та контрольної груп

	Тип зміщення
	Кількість зміщень  у групі:

	
	експериментальна
	контрольна

	Позитивне
	56
	16

	Негативне
	6
	14

	Нульове
	18
	50


Згідно табличних даних 
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(нульові зміщення до розрахунку не беруться).  

Виявилось, що 
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. Отже, зміщення в сторону збільшення інтересу до задачі в процесі розв’язання у студентів з експериментальної групи є достовірним і не випадковим, а зміщення такого інтересу в контрольній групі – випадкове.

Як констатувалось у розділі VІ, основні індивідуальні відмінності  пошукового математичного процесу у математичному стилі розв’язуючих. Слід зауважити, що ми не спостерігали зміни стилю учасників формуючої частини дослідження, загальні риси їх мисленнєвого процесу, що власне означують математичний стиль, зберігаються.

При диференціальному стилі математичного мислення, що опираються в процесі розв’язання на планомірний глибокий аналіз умови задачі через включення її структурних елементів у різноманітні зв’язки з іншими елементами, теоретичними фактами, такі дії залишаються домінуючими. Змінюється хіба що час, затрачений на таке дослідження. У процесі розуміння значно швидше настає виділення головної частини умови задачі, тому помітно звужується зона досліджуваних дій (порівняння існуючих елементів з еталонами, висування й перевірка гіпотез тощо). Особливо яскраво це проявляється в маніпуляціях геометричними об’єктами: частіше всього розв’язуючі обмежуються меншою кількістю рисунків, а ті, що виникають, є більш змістовними, відразу охоплюють більше інформації.

Процес детального обстеження змісту задачі таких досліджуваних передбачає вміння ставити запитання і шукати на них відповіді. Той досвід формулювання  запитань, що вони набули під час тренінгу, сприяє формулюванню глибших запитань і пошуку таких само відповідей. Тому студенти з диференціальним стилем математичного мислення, пройшовши тренінг, набувають вміння досягати повнішого розуміння умови задачі, швидше продукувати первинне поняття розв’язку і перетворювати його у провідну ідею при меншій кількості пошукових дій. Тобто, спостерігається “економія” інтелектуальних зусиль, що для таких суб’єктів особливо проявляється в процесі розуміння задачі.

При інтегральному стилі математичного мислення, представники якого, як правило, спершу створюють “свій” варіант задачі без видимих численних мисленнєвих актів і в подальшому досліджують умову задачі з акцентом на “своєму” баченні, демонстрували такий само характер пошукових дій і після тренінгу. Загальна кількість часу на пошук розв’язку зменшується, хоч слід зауважити, що деякі мікроетапи сповільнюються. Це стосується наповнення змістом провідної ідеї. Спостерігається більш детальне обстеження функціональних можливостей структурних елементів і пов’язаних із ними теоретичних фактів: продукується більша кількість гіпотез щодо нових функціональних можливостей структурних елементів, створюється більше нових елементів, більш детальніше обстежується гіпотеза розв’язку.

Таким чином, можна стверджувати, що у студентів з інтегральним стилем, які пройшли впроваджене нами тренінгове навчання, збільшується суб’єктивна значущість мікрорезультатів (результатів мікроетапів пошукового процесу) процесу розв’язання. Це стосується і процесу розуміння (взагалі його роль збільшується) і процесу формування гіпотези розв’язку (будь-які  догадки ґрунтовно досліджуються), і процесу апробації математичних результатів. Стосовно останнього, то зауважимо, що пошуковий процес таких розв’язуючих доповнюється більш повноціннішим етапом перевірки логічного ланцюга мисленнєвих дій, що породжують розв’язок.

Такі зміни у пошуковому процесі досліджуваних з інтегральним стилем  не означають зниження їх суб’єктивної впевненості у власних мисленнєвих потенціях. Швидше всього, досвід розв’язання математичних задач в ускладнених умовах формує у них більш відповідальне ставлення до результатів мисленнєвої діяльності.

Зміна напрямків пошукових дій, що характерна для  студентів із диференціально-інтегральним стилем математичного мислення, залишилась основною ознакою їх процесу розв’язання і після тренінгу. Однак, має місце більш глибший аналіз умови задачі, глибше дослідження наслідків конкретних пошукових дій. Про це можна судити з тих запитань та реплік, які супроводжують процес розв’язання, і ще в більшій мірі з тих ілюстрацій, що досліджувані виконували впродовж розв’язання. Помітно зменшується їх варіативність, а зміст зображеного в більшій мірі можна назвати ілюстрацією задачі, ніж графічним експериментуванням навмання. Як наслідок, зменшується кількість напрямків пошуку, що одночасно розробляються власниками такого стилю математичного мислення.

Однак, єдиного чіткого “свого” бачення задачі вони все одно досягають значно пізніше, після того, як більш-менш детально обмірковують кілька програм пошукових дій.

Важливість етапу перевірки отриманого результату залишається актуальною для студентів із диференціально-інтегральним стилем і після тренінгу. Проте, тепер цей процес стає більш локалізованим (частіше всього перевіряються лише сумнівні ланки), а перевірка логічного ланцюга стає менш деталізованою. Тобто, їх пошуковий процес стає більш спрямованим, а мисленнєві акти більш результативнішими, що зменшує час пошуку.

Проаналізовані вище зміни у когнітивному, операційному і особистісно-регулятивному компоненті творчого математичного мислення складають основу змін у його трьох складових процесах: процесі розуміння, процесі формування гіпотези розв’язку, апробаційному процесі.

Оптимізація процесу розуміння у піддослідних експериментальної групи виражалась у правильному виділенні смислу задачі, у встановленні вірного співвідношення окремих даних задачі між собою, у якісному підборі суб’єктивних еталонів, що необхідні для правильного розуміння задачі. Досліджувані на більш високому рівні оперували своїми знаннями, на противагу студентам контрольної групи, які значно частіше демонстрували неефективне, неосмислене використання своїх математичних знань, що приводило до значно більшої кількості помилок. Першопричиною таких помилок були: асоціативний вплив (1) (див. п. 5.4.), неякісна аналогія (2), хибне співвідношення цілого й частини (6), послаблене протиріччя (7), неправдива дихотомія (8).

Формуючи гіпотезу розв’язку, студенти експериментальної групи демонстрували більшу варіативність гіпотез, значно глибший зміст цих гіпотез. Сформоване вміння працювати над новим матеріалом стало застережним засобом для прийняття неправильних рішень. Порівняно із студентами контрольної групи, студенти експериментальної групи значно рідше допускались помилок, пов’язаних із проведенням неповного порівняння (3) (див. п. 5.4), встановленням   хибних причин (4), застосуванням нерелевантних посилань і висновків (11) в процесі розробки гіпотез. Вони практично не демонстрували “ходіння кругами” (10), що не раз зустрічалось при формуванні гіпотези розв’язку у студентів контрольної групи.

Активізовувався й оптимізовувався й процес апробації. Частота, значущість апробаційних дій значно збільшувалась у досліджуваних експериментальної групи (8-12 проти 1-3 у контрольній групі при розв’язанні контрольних задач). При цьому ще більш змінилась якість апробаційних дій, про що свідчить той факт, що  такі студенти відразу відкидають виниклі у них нерелевантні посилання й висновки.

Досліджувані контрольної групи часто допускались хибних висновків по причині інертності у посиланнях (13) (див. п. 5.4), “приховуванні інформації” (9) “знанні того, чого не можна знати (15). Таких причин помилок у студентів експериментальної групи ми майже не спостерігали. Їх ознакою пошукової діяльності було вчасне виявлення (навіть бажання виявити) подібні мисленнєві пастки і вчасне коректування пошукових дій з метою уникнення необґрунтованих висновків. 

Крім того, як вже неодноразово зауважувалось, на етапі перевірки математичних результатів студенти досягають суб’єктивної впевненості у правильності розв’язку. Однак, важливо, щоб така впевненість не наставала передчасно і не набувала викривлення, перетворюючись у самовпевненість, що ми нерідко спостерігали в учасників контрольної групи. На противагу цьому студенти з експериментальної групи, маючи досвід апробування отриманого математичного результату контрприкладами та в ускладнених умовах, який набули впродовж тренінгового навчання, виваженіше відносились до результатів своєї математичної діяльності.

Таким чином, аналіз проведеного дослідження дає право стверджувати, що використаний нами модифікований творчий тренінг сприяє оптимізації творчого математичного процесу студентів і веде до позитивних змін всіх його базових компонентів; не змінюючи математичного стилю досліджуваних, підсилює сильні сторони їх пошукового процесу й активізовує слабші; оптимізовує всі його складові процеси (розуміння, формування гіпотези розв’язку, апробацію математичних результатів).

* * *

Творчий математичний процес - суб’єктивно своєрідний. Вивчення індивідуально-особистісних факторів пошукової діяльності, що включає особистісні переваги, загальні закономірності психіки і об’єктивні умови можна здійснювати через виділення і аналіз стилів діяльності людини в тій чи іншій галузі. Творчий математичний стиль – це інструментальна характеристика творчого пошукового процесу людини в галузі математики. Він виражається в індивідуально-своєрідному операційному забезпеченні прийому і переробки інформації; є стійким у часі і до різних задачних ситуацій відображає якісну своєрідність психологічної діяльності людини.

У пошуковій діяльності студентів, що розв’язують творчі математичні задачі, можна виділити три стилі математичного мислення: диференціальний, інтегральний, диференціально-інтегральний. Критерієм такого поділу можна вважати характер перебігу усвідомлених мисленнєвих кроків та місце і роль у пошуковому процесі неусвідомлених актів.  При цьому, в пошуковому процесі суб’єктів з різними стилями при розв’язанні задач різних класів має місце загальна схема етапів та мікроетапів складових процесів, хоч різні складові мають різну значущість для розв’язуючих із різними математичними стилями. 

Формуюча частина психологічного експерименту у своїй основі була спрямована на створення таких умов, що активізовували мисленнєву діяльність студентів, спрямовану на розв’язання творчих математичних задач. Зміни, які об’єктивно спостерігались через порівняння результатів констатуючого і формуючого етапів дослідження, свідчать про те, що використані прийоми експериментального впливу адекватні завданням активізації процесів розуміння, формування проекту розв’язку й апробації математичних результатів при розв’язанні студентами творчих математичних задач.

 Активізація пошукових дій відбувається завдяки спеціально набутого досвіду розв’язання творчих математичних задач в ускладнених умовах, якщо ускладнення організовувались так, щоб активізовувати базові компоненти пошукового процесу та складові математичного мислення. Застосування модифікованого тренінгу дало змогу усунути неадекватне використання наявних знань, вмінь, навичок, що були причинами виявлених помилок у пошуковому математичному процесі. Більш оптимальнішим і результативнішим стало використання мисленнєвих операцій, що наповнювали мисленнєві стратегії пошукових дій. Зокрема зросла частка використання  віддалених аналогів, реконструкцій, комбінувань, що привело до більш змістовного застосування стратегій аналогізування і комбінування та частішого послуговування стратегією реконструювання й універсальною стратегією. В експериментальній групі студентів підвищилась впевненість у власних можливостях, вони значно рідше відмовлялись від розв’язування запропонованих їм задач.
ВИСНОВКИ

У монографії розглянуто один з аспектів психології мислення, а саме проблему творчого математичного мислення. Формалізація будь-яких матеріальних систем, широке використання мови символів, паралельне існування аксіоматичного й конструктивного методів побудови математичних теорій, панування логічного методу доведення істини, алгоритмічність розв’язання багатьох математичних задач, наявність інтуїтивно отриманих результатів – це той простір, в якому відбувається процес розв’язання будь-яких математичних проблем: від задачі, що є новою лише для розв’язуючого суб’єкта, до розв’язання глобальних математичних проблем, що виходять за межі конкретної математичної дисципліни і породжують нові розділи в математиці.

Психологічні дослідження творчого математичного процесу спрямовані на вивчення процесів зародження й функціонування математичної думки, специфіку оперування математичним матеріалом, особливостей мисленнєвої діяльності, що продукує розв’язки математичних проблем. При цьому в математичних міркуваннях виділяють логічний, інтуїтивний, числовий, символьний, просторовий компоненти.

Оскільки творче математичне мислення проявляється в процесі розв’язання творчих математичних задач, то його зміст у даному дослідженні вивчався як процес розв’язання суб’єктом нових, математичних задач. Дослідження було спрямоване на вивчення пошукового процесу через його складові на трьох етапах: вивчення умови задачі, проектування гіпотези розв’язку, перевірка гіпотези розв’язку. При цьому робився акцент на з’ясуванні їх процесуально-динамічної характеристики; індивідуально-особистісних чинників, що впливають на успішність пошукової математичної діяльності; умов, що сприяють їх активізації та оптимізації. 

Сутність творчого математичного мислення визначається як паралельне проходження трьох складових процесів: процесу розуміння, процесу формування гіпотези розв’язку, процесу апробації математичних результатів, які спрямовані на математичний об’єкт (число, символ, просторовий геометричний образ), що визначає їх зміст. Виділяються базові компоненти, якими обумовлюється загальна успішність пошукового математичного процесу, а також успішність трьох його складових. До таких компонентів віднесено: когнітивний, операційний, регулятивно-особистісний.  

Розуміння математичної задачі є виключно важливим складовим компонентом процесу розв’язання, основою якого є когнітивний компонент. Суб’єктивні знання, вміння, навички як його складові, мусять бути адекватними об’єктивній реальності, тобто, достатніми для з’ясування сутності математичної проблеми, що містить задача. Знання, акумульовані в математичних поняттях, символах і без них розуміння будь-якої математичної інформації неможливе. При цьому процес  розуміння математичної задачі не зводиться до їх відтворення, а є процесом подальшого збагачення знань через розкриття нових зв’язків між математичними об’єктами.

Комплекс знань, що стосується умови й вимоги задачі, створює підґрунтя для формування гіпотези розв’язку. Якщо до нього підключаються знання про правила маніпулювання математичними об’єктами й уміння виконувати їх, то це стає основою для її формування, що спочатку виникає у вигляді первинного поняття розв’язку, яке наповнюючись математичним змістом, перетворюється у провідну ідею, а пізніше, у гіпотезу розв’язку. 

Слід наголосити на особливій значущості для процесу формування гіпотези розв’язку творчої математичної задачі суб’єктивного досвіду. Адже суб’єкт, який розв’язує математичну задачу часто, апелює до відомих алгоритмічних прийомів, що в значній мірі присутні в математиці. Їх вплив на пошуковий процес неоднозначний, все ж без їх існування розв’язання багатьох математичних задач було би значно ускладненим, або навіть унеможливленим.

Творчий математичний процес  передбачає апробацію отриманих математичних результатів, що полягає у з’ясуванні умов достовірності отриманого розв’язку, умов взаємоузгодженості  його з наявною суб’єктивною системою математичних знань і конкретною математичною задачею.

У даній роботі подається процесуально-динамічна  схема процесу розв’язання творчих математичних задач. Вона включає ряд мікроетапів трьох основних складових пошукового процесу. За її допомогою вдалось більш якісніше проаналізувати процеси розуміння, формування гіпотези розв’язку,  апробації, переконатися у їх паралельному проходженні, взаємопроникненні, взаємодоповненні, взаємоузгодженні. Вона сприяла більш глибшому диференційному аналізові вказаних процесів на різних етапах розв’язання творчих математичних задач, при розв’язанні задач різних класів.

З’ясовано, що системотвірним компонентом пошукового процесу є операційний компонент, що в значній мірі визначається рівнем сформованості у розв’язуючого мисленнєвих стратегій, що з’являється вже на початкових етапах розв’язання творчої задачі і завершується суб’єктивним переконанням у правильності знайденого розв’язку. Вона охоплює всю структуру процесу розв’язання, їй підпорядковані складові дії та операції, що приймають участь у пошуковому процесі. 

Аналізу піддано регулятивно-особистісний компонент  пошукового процесу. Результати дослідження дозволяють зробити висновок про те, що успішність всього процесу розв’язання творчих математичних задач (його складових у тому числі) визначається інтеграцією особистісних властивостей розв’язуючого. Своєрідність поєднання мотивів діяльності, індивідуальних особливостей математичного пошукового процесу та інших показників визначає неповторність особистості та успішність її дій у математичній творчості. 

Індивідуальні ознаки студентів, що розв’язували математичні задачі досліджувались через призму математичного стилю – своєрідного поєднання змісту й форми творчої математичної діяльності. Математичний стиль виявляється вже на самих ранніх стадіях пошукового математичного процесу і має місце впродовж усіх його складових. Він проявляється в саморегуляції пошукового процесу, в індивідуальному контролі, оцінці й корекції власних дій розв’язуючим, у взаємоузгодженні усвідомлених і неусвідомлених мисленнєвих актів. Ознакою мисленнєвого стилю є те, на скільки людина цілеспрямована, як вона здатна враховувати зміни математичної ситуації, що виникають у процесі дослідження умови задачі (розуміння), при змінах математичної ситуації, що виникають внаслідок впровадження гіпотез (формування гіпотези розв’язку), при апробації математичних результатів у різних математичних умовах (перевірка розв’язку). 

Ввівши свій критерій поділу, в основі якого лежить характер логічних мисленнєвих кроків та місце й роль неусвідомлених мисленнєвих актів, ми виділили три математичні стилі: диференціальний, інтегральний, диференціально-інтегральний, для носіїв яких були з’ясовані індивідуальні відмінності у пошуковому математичному процесі. Тобто, математичний стиль розглядався як індивідуальна ознака особистості, її математичний почерк. Зауважимо, що при диференціальному стилі суб’єктам властиво в пошукових діях робити акцент на застосуванні логічно вивірених мисленнєвих кроків впродовж усього розв’язання; при інтегральному – на висуванні ідеї (догадки), навколо якої акумулюються мисленнєві дії для її обґрунтування; при диференціально-інтегральному  - на одночасній розробці кількох напрямків пошуку, що ґрунтуються і на послідовних логічних мисленнєвих кроках, і  на догадках. При цьому, оскільки творчі математичні потенції спрямовуються мисленнєвими стратегіями, то такі стратегії, переломлюючись через три індивідуальні математичні стилі, утворюють три видозміни.

Зміст математичних проблем, що описується математичними задачами, часто суттєво відрізняється. Якщо провести поділ задач за основною вимогою (знайти, довести, побудувати, дослідити), то можна виявити деякі суттєві відмінності у пошуковому процесі досліджуваних. Хоч слід зауважити, що розв’язок будь-якої математичної задачі досягається завдяки повноцінному функціонуванню числового, символьного і просторового компонентів математичного мислення, а в пошуковому процесі має місце загальна схема етапів та мікроетапів, що є спільною для всіх класів математичних задач, однак спостерігається якісна відмінність у процесі розв’язання математичних задач різних класів. Зміст цих відмінностей має широкий спектр: від небажання розв’язувати деякі з них, до зміни стратегій розв’язання в залежності від вимоги задачі.

Творче математичне  мислення, як і будь-яку іншу здібність людини, можна формувати. Тобто, можна активізовувати  та оптимізовувати процес її розуміння, процес формування гіпотези розв’язку, апробаційний процес. Для цього потрібно застосувати творчий тренінг, що був би одночасно спрямованим  на всі ці процеси. Визначаючи тренінг як один із методів підвищення компетентності людини у сфері творчого мислення, мають на увазі, що творчий тренінг за допомогою спеціально створених прийомів повинен активізовувати продуктивну функцію рефлексивного компоненту мислення. Тому, при складанні програми формуючої частини дослідження, основну увагу було зосереджено на оптимізації суб’єктивних факторів – активізації розумової діяльності особи, формуванню в неї позитивної мотивації, стійкого інтересу до процесу розв’язання творчих математичних задач, впевненості у власних силах, подолання інертності та стереотипності.

Творчий тренінг, що був впроваджений у дослідженні, спрямований на формування всіх складових компонентів пошукового процесу (когнітивний, операційний, особистісно-регулятивний), на всі складові процеси (розуміння, формування гіпотези розв’язку, апробацію). Головним засобом   експериментального навчання слугував модифікований  варіант творчого тренінгу КАРУС, що зорієнтований на навчання  із застосуванням ускладнених умов. Крім того, було впроваджено в тренінгове навчання вимогу формулювати запитання, в основі яких лежить глибокий аналіз різнопланової  математичної інформації і відповідати на них. Таке впровадження також сприяло активізації базових компонентів пошукового процесу. Порівняльний аналіз розв’язання контрольних задач досліджуваними експериментальної й контрольної груп виявив суттєві відмінності, які стосуються розвитку базових компонентів пошукового математичного процесу.

Перспективи подальшого дослідження проблеми творчого математичного мислення пов’язані з вивченням його генезису, дослідженням математичних стилів в онтогенезі, відшукання засобів стимуляції конкретних мисленнєвих стилів. 
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ДОДАТОК А

І.  Задачі на знаходження невідомої величини

1. Розв’язати нерівність відносно х (х( N):


[image: image153.wmf]1

x

3

x

1

x

2

x

3

a

a

+

-

-

+

£


2. Розв’язати рівняння відносно x:  
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3.  Відправляючись у подорож, турист розраховував витратити дорогою 72 гривні. Протягом перших к днів його витрати співпадали з розрахунками, а потім він почав витрачати щодня на 1 гривню більше, ніж розраховував. В дорозі він затримався 1 день, тому витратив на всю подорож на 23 гривні більше, ніж розраховував. Скільки днів продовжувалась подорож?
 4.  Висота конуса H, радіус основи R. У конус уписано правильну трикутну призму, бічні грані якої квадрати. Знайти ребро призми.

5. Знайти:  
[image: image155.wmf].
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6. Визначити, у якому співвідношенні діляться основи рівнобедреної трапеції прямою, що проходить через точку перетину діагоналей і продовжень бокових сторін.

II. Задачі на доведення

1. Довести, що повна поверхня рівностороннього конуса рівновелика поверхні кулі, побудованої на його висоті, як на діаметрі.

2. Довести, що рівняння 
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3. Довести, що число 
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 ділиться на 9.
4. Довести, що лінія перетину двох параболічних циліндрів  
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 лежить на круговому циліндрі. 

5. Довести, що добуток двох парних функцій або двох непарних функцій є парна функція.

6. Довести нерівність 
[image: image160.wmf]n
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7. Довести, що пряма, яка визначається точкою перетину діагоналей рівнобедреної трапеції й точкою перетину продовжень її бокових сторін,  перпендикулярна основам трапеції і ділить їх пополам.

8. Довести нерівність: 
[image: image161.wmf].
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 ІІІ. Задачі на побудову

1. Дано коло радіуса R і точку А на ньому. Знайти геометричне місце точок, які ділять всі хорди кола, проведені через точку А, на дві рівні частини.

2. Дано зображення трикутника і двох його висот. Побудувати третю висоту трикутника.

3. На трьох попарно мимобіжних ребрах паралелепіпеда взято три точки. Побудувати переріз, що проходить через ці три точки.

4. Побудувати графік функції 
[image: image162.wmf].
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5. Побудувати графік рівняння 
[image: image163.wmf]y
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6. Побудувати пряму, що проходить через точку перетину діагоналей рівнобедреної трапеції і ділить її основи в однаковому співвідношенні.

IV. Задачі на дослідження

1. Чи існує призма, що має рівно 500 ребер?
2. Як зміниться об’єм циліндра, якщо радіус його основи збільшити вдвічі, а висоту зменшити вдвічі?

3. Яке зі слів “необхідно” чи “достатньо” слід ужити замість крапок у наступному математичному твердженні: “Щоб можна було навколо піраміди описати сферу, . . . , щоб основа цієї піраміди була правильним многокутником?

4. Чи існують такі значення параметру а, при яких нерівність 
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  виконувалась би для будь-якого х?

5. Чи можуть бути членами однієї геометричної прогресії числа: 

а) 10, 11, 12;

б) 81, -36, 24?

6. Порівняйте числа 
[image: image165.wmf].

8

log

i

3

log

5

2

 

7. З'ясуйте, як проходить пряма, що з’єднує точки перетину діагоналей рівнобедреної трапеції й точку перетину продовжень бічних сторін, по відношенню до основ трапеції.

V. Задачі на логічні міркування

1. Чому квадрат багатозначного числа закінчується на таку ж цифру, що і квадрат одиниць цього числа?
2. Для нумерації сторінок у книзі використано 6869 цифр. Скільки сторінок у цій книзі?

3. Усі цілі числа, починаючи із 21, виписали підряд. Яка цифра стоїть на 1999 місці?

4. Виписали всі числа від 1 до 99999. Скільки разів написали цифру 1?

5. Як за допомогою 7 літрового і 11 літрового посуду відміряти 13 літрів?

6. Один римлянин, вмираючи, залишив заповіт на користь своєї дружини й дитини, яка мала народитися. Якщо народиться син, то йому належатиме 2/3 спадщини, а дружині 1/3. Якщо народиться дочка, то вона має отримати 1/3 майна, а мати 2/3. Дружина римляна народила близнюків: хлопчика й дівчинку. Як розділити спадщину за заповітом?

7. І сказав Кащей Івану-Царевичу: “Жити тобі до завтрашнього дня. Ранком з’явишся перед мої очі. Задумаю я три цифри – а, в, с. Назвеш мені три числа х, у, z. Вислухаю й скажу, чому рівна сума ах+ву+сz. Тоді відгадай, які а, в, с я задумав. Не відгадаєш – голова з плеч”.
8. Дано відрізки а, в, с. Побудувати відрізок 
[image: image166.wmf].
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VI. Утворення понять

1. Утворення штучних понять:
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2. Утворення поняття періодичної функції:
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VII. Задачі, що розв’язуються за допомогою рівнянь

1. [image: image281.wmf]a
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Вписати в еліпс прямокутник із сторонами, паралельними осям координат, найбільшої площі:

2. [image: image282.wmf]2
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Корабель К віддалений на 9 км від найближчої точки В прямолінійного берега. З корабля необхідно послати кур’єра в точку L, що знаходиться на березі і віддалена від точки В на 15 км. В якому пункті Р берега кур’єр повинен пристати до берега, щоб потрапити в точку L найшвидше, якщо він йде пішки із швидкістю v1=5 км/год, а на веслах - v1=4 км/год.
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В параболу  у=3 – х2 вписати прямокутник найбільшої площі так, щоб одна його сторона лежала на осі Х, а дві вершини на параболі:

4. Як дане додатне число розкласти на два доданки так, щоб їх добуток був найбільшим.

5. Подати а>0 у вигляді добутку чотирьох додатних множників так, щоб їх сума була найменшою.

6. Довести, що якщо до добутку двох послідовних чисел додати більше з них, то вийде квадрат більшого з них.

7. Один чоловік купив 30 птахів за 30 гривнів. За кожні три горобці заплатили 1 гривню, за кожні дві горлиці – також 1 гривню, за кожного голуба – 2 гривні. Скільки було куплено птахів кожного виду?
VIII. Задачі з декількома розв’язками

1. Розв’язати рівняння:  
[image: image168.wmf].
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2. Довести, що чотирикутник, вершинами якого є точки А(1;0), В(4;4), С(6;0), D(9;4), є ромбом.

3. Обчислити довжину дуги  АВ лінії, що задана рівнянням: 
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  якщо  А(2;1)  і  В(1;2).
4. Знайти:   
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5. Дано пряму l і точку А поза нею. Побудувати точку А1 симетричну А відносно осі l.
6. Довести, що 
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ІX. Прямі і обернені задачі

1а. Обчислити:  
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1б. Обчислити похідну функції:  
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2а. Довести збіжність ряду: 
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)

6

n

(

)

1

n

2

sin(

1

n

3

å

+

+

¥

=


2б. Довести, що:  
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3а. Побудувати область визначення функції:        

                              
[image: image175.wmf]).
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3б. Записати функцію, областю визначення якої є  
[image: image176.wmf].
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4а. Розставити межі інтегрування  
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  де S – кругове кільце, що обмежене колами з r=1 і R= 2 та спільним центром  О(0;0).

4б. Побудувати область інтегрування  
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5а. Обчислити  
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,  де V – спільна частина параболоїда 
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5б. Побудувати область інтегрування  
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Х. Задачі, що пов’язані з просторовою уявою

1. Яке тіло отримаємо при обертанні: а) прямокутного трикутника навколо гіпотенузи? б) площини, обмеженої лініями 
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3. У що може спроектуватися на площину: а) трикутник;  б) прямокутник;  в) сфера;  г) циліндр;  д) конус?
4. [image: image285.wmf];

2

9

5

2

9

4

;

2

9

5

2

9

4

;

4

81

45

25

4

81

36

16

;

45

25

36

16

2

2

-

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

-

=

+

-

-

=

-

[image: image286.wmf]L

+

-

+

-

+

-

=

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1

1

l

Які з фігур 2 - 7 є тими ж фігурами, що й фігура 1?

5. На координатній площині зображено асимптоти графіка функції y=f(x). Зобразити можливу схему графіка функції, якщо:

а) жодної додаткової інформації про функцію немає; 

б) відомо, що вона лише зростає; 

в) відомо, що вона приймає додатні значення;

г) відомо, що вона парна (непарна).

6. В декартовій системі координат побудувати куб, що лежить між двома паралельними площинами.

XI. Задачі із взаємопроникаючими елементами

1. Скільки зображено трикутників?
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2. Знайти похідну:   
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3. Довести, що:
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4. Обчислити інтеграл:
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5. Скільки тіл обмежуються трьома поверхнями?
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6. Побудувати тіло, що обмежується поверхнями:

ХІІ. Задачі з різним ступенем наочності

І ряд

[image: image294.wmf]Рисунок 3.3 - Кількість (у%) запитань і висловлень про 

основне завдання в процесі розв'язання задач різних 
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1 н  . Обчислити площу заштрихованої фігури
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[image: image296.bmp]
2 с1 . Обчислити площу фігури, обмеженої лініями:  
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3 с2  .  Обчислити площу фігури, обмеженої лініями: 
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4 м  . Обчислити площу фігури, обмеженої кардіоїдою: 
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ІІ ряд
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1 н  . Прямі l1 та l2 відповідно задаються рівняннями: 

         Знайти площу заштрихованого квадрата.
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[image: image304.wmf],
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2 c1  . Дано дві прямі l1 та l2. Знайти відстань між ними, якщо вони задані такими рівняннями:
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3 [image: image306.wmf](
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с2  . Дано дві площини 
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. Знайти відстань між ними, якщо вони задані такими рівняннями:   
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4 м  . Квадрат збудовано так, що його дві сторони лежать на паралельних площинах:

Знайти його площу.

ІІІ ряд
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1 н  . Обчислити об’єм зображеної фігури:
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2 с1  . Обчислити об’єм частини циліндра: 
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         що обмежений площинами: 
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3 с1  . Обчислити об’єм частини кулі:

          що міститься між площинами:
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4 м  . Дано кулю з центром у точці М(1;2;3) і радіусом 5. Знайти об’єм тієї її частини, що міститься в конусі з центром у точці М:  
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 і містить точку А(1;2;0)
ІV ряд
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1 н  . Чи є функція неперервною в точці х=1?
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2 c1  . Знайти область неперервності функції:
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3 c1  . Знайти область неперервності функції:
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4 м  . Чи є  неперервною функція 
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XIII. Задачі у словесному і наглядному оформленні

1.1. Що таке числовий ряд?
[image: image326.wmf]L

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1

1

+

+

+

+

+

Вибрати числові ряди з таких сум:

[image: image327.wmf]L

+

+

+

4

1

3

1

2

1

[image: image328.wmf]L
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1.2. Яке рівняння прямої називається нормальним?
Вибрати нормальні рівняння прямих:


[image: image194.wmf].
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1.3. Як можна записати рівняння еліпсоїда? 

Вибрати рівняння еліпсоїдів:
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1.4. Які числа називаються комплексними?
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Вибрати із заданих чисел такі комплексні числа, що не є дійсними:
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2.1. Дано два вектори, у яких рівні довжини і спільний початок. Чи колінеарні ці вектори?

[image: image338.wmf]f
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2.2. Оцінити справедливість твердження: “Перпендикуляр коротший за будь-яку похилу до площини.”

2.3. Оцінити справедливість твердження: “Можна одну і ту ж частину круга в деяких випадках називати і сектором і сегментом .“

2.4. Оцінити справедливість твердження: “Вісь Оу завжди є віссю симетрії еліпса.”
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2.5. Оцінити справедливість твердження: “Замкнута крива лінія, всі точки якої рівновіддалені від даної,  що називається центром, завжди буде колом.”

XІV. Задачі з несформульованим запитанням

1. У хлопчика стільки сестер, скільки і братів. У його сестри вдвічі менше сестер ніж братів.

2. Дано криву другого порядку. Відомо, що вона перетинає вісь ОХ у точках А1(-2;0), А2(2;0). Відношення відстані від її центра до фокуса і відстані від її центра до точки перетину з віссю ОХ рівне 2/3.

3. Прямі і площини у просторі задані рівняннями:
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4. На рисунку зображено графік функції  у = (х – 2)2  для  х ( (0; 4(.

[image: image343.wmf]:
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5. Розглядається функція  у = sin2x  для  х ( у, яка має екстремум у точці 
[image: image196.wmf]p
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XV. Задачі з неповним складом умови

1. [image: image344.wmf]ï
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Побудувати три площини, що задані рівняннями:

2. Як взаєморозміщенні пряма і площина, що задані рівняннями:

[image: image345.wmf]:
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3. Обчислити площу криволінійної трапеції, що обмежена графіком функції (х - 1)2 + (у - 1)2 = 1 та віссю ОХ.

4. Дослідити на парність функцію у = sin xn.
5. Установити множину значень функції 
[image: image197.wmf].
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6.  Довести, що функція 
[image: image198.wmf](
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 зростаюча.

7.  Скільки потрібно взяти води кімнатної температури, щоб отримати 10 літрів води з температурою 550С. 
XVІ. Задачі з надлишковим складом умови

1. На автостоянці 40 автомобілів і мотоциклів. У них разом 40 рулів і 100 коліс. Скільки автомобілів, скільки мотоциклів на автостоянці?

2. Побудувати еліпс, якщо відомо, що його мала піввісь дорівнює 4, велика піввісь дорівнює 5, а ексцентриситет 
[image: image199.wmf].
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3. Знайти площу фігури, обмежену лінією: х2 + у2 = 1,  якщо 
[image: image200.wmf]1
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Дослідити на збіжність ряд, якщо відомо, що його загальний член виражений формулою

5. Відомо, що z1  і  z2  рівні комплексні числа, причому z1 = 2 – і  і  argz1=argz2. Довести, що z2 = 2 – і? 

XVII. Системи однотипних задач

1. Скількома способами можна розставити в шеренгу 3 (або 4, або 5, … , або 10) осіб.

2. а). Скількома способами можна вибрати із 20 студентів делегацію в складі 2 (3, 4, 5, 6, ... 10) осіб?

    б). Скількома способами можна вибрати 4 чоловіки із групи студентів кількістю 20 осіб, якщо відомо, що в групі 6 дівчат?

    в). Скількома способами можна вибрати із 20 студентів, серед яких 6 дівчат, групу із 4 осіб, яка б містила 2 дівчини?

3. Вводиться поняття перетину множин:  А ( В = С.
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Що є перетином двох множин:

[image: image348.wmf]S

:

а) множин точок, що обмежені трикутниками АВС і А1В1С1?
б) множин точок, що обмежені колом C і прямокут-ником АВСD?
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в) множин точок, що обмежені колом C і трикутником АВС?

[image: image350.bmp][image: image351.wmf]{
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г) множин точок, що обмежені колом С і прямокут-ником АВВ1А1?

д) множини точок, що обмежена двома колами С і С1, 

    причому rc + rc1 < СС1?

4. Вводиться поняття числового ряду
а) як можна розділити вказані суми на групи?
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б) як можна розділити вказані суми на групи?
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9.

XVIII. Складання задач заданого типу
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1. Довести, що f(x) – періодична, якщо
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Скласти: а) однотипну задачу;  б) іншого типу.

2. Деяким способом отримали такий ланцюг:
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З’ясувати спосіб перетворень і скласти подібну задачу.

3. Дія зашифрована наступним чином:
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Складіть подібну задачу.

4. Як пов’язані між собою функції, графіки яких мають вигляд поданий на рисунках?
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Складіть подібну задачу.

5. Математична дія зашифрована наступним чином: 
                 К О Л І Н О         
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Складіть задачу однотипну до такої:
XIХ. Задачі із змістом, що змінюється

1. Брусок мила важить 3/4 кг плюс 3/4 цього числа. Скільки це?

1а. Брусок мила важить 3/4 кг плюс 3/4 цього бруска. Скільки це?

2. Кінь половину часу,  затраченого на дорогу, пройшов із швидкістю 12 км/год, а решту часу -  із швидкістю 4 км/год. Яка середня швидкість коня?

2а. Кінь половину шляху,  затраченого на дорогу, пройшов із швидкістю 12 км/год, а решту шляху -  із швидкістю 4 км/год. Яка середня швидкість коня?

3. Побудувати прямі:
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3а. Побудувати прямі:
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4. Дослідити область визначення функції:

[image: image372.wmf]3

n

9

n

9

n

lim

-

-

®

[image: image373.wmf])
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4а. Дослідити область визначення функції:

5. Довести, що:   
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5а. Довести, що:   
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6. Скількома способами можна вишукати в чергу 15 осіб?

6а. Скількома способами можна розсадити за круглим столом 15 осіб?

XХ. Задачі, що приводять до самообмеження

1. Всім членам сім’ї зараз 73 роки. Склад сім’ї: чоловік, дружина, донька, син. Чоловік старший від дружини на 3 роки, донька старша за сина на 2 роки. 4 роки назад усім разом було 58 років. Скільки років зараз кожному членові сім’ї?   
2. На столі сиділо три мухи. Одна злетіла вертикально з швидкістю 2м/с. Через 2с піднялись дві інші мухи під кутом 300 відносно поверхні стола з швидкістю 2,5 м/с. Коли всі три мухи будуть в одній площині?
3. Дано чотири точки,три з яких лежать на одній прямій. При якій умові через ці точки можна провести єдину площину?
4. Дослідити на збіжність ряд:
[image: image205.wmf].
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5. На основі функції 
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 сконструювати неперервну, зростаючу функцію.

XXI. Евристичні задачі
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[image: image375.bmp]
[image: image376.bmp]

XXІІ. Математичні софізми


1. 




2.   – збіжний ряд,

  

                                                l ( 0.

             


ХXІІI. Нереальні задачі

1. Довести, що чотирикутник, який утворений прямими: 
[image: image207.wmf],
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 розміщений в одній координатній чверті.

2. Побудувати п’ятигранник, у якого одна грань - п’ятикутник.

3. Побудувати таку проекцію паралелограма, щоб вона мала вигляд трапеції.

4. Написати рівняння еліпса, якщо відомо, що його велика піввісь рівна 4 і відстань між фокусами 16.

5. Знайти найменше і найбільше значення функції  
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6. Обчислити інтеграл   
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МОЙСЕЄНКО

Лідія Анатоліївна

Психологія творчого

математичного мислення

Монографія

У монографії досліджуються теоретичні й прикладні аспекти психології творчого математичного мислення. Аналізуються сутнісні характеристики пошукового математичного процесу, його динаміка, стратегіальна організація та стилістичні відмінності, а також можливості оптимізації.

Для психологів, філософів, студентів та аспірантів психологічних відділень та факультетів, а також викладачів математики. 

Табл. – 11. Іл. – 21. Бібліограф.: 494.

Івано-Франківськ: Факел, 2003. – 481 с. Іл.: 21. – Бібліогр.: с. 433-471.
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3. Вставити пропущений рисунок
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Рис. 2.4. Частота відмови (в %) від пошукових дій при розв'язуванні задач різних класів, що мотивувалась як "Не люблю" і "Не вмію"
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Рис. 2.5. Склад гіпотез (в%), що висувається при розв'язуванні різних класів задач
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Рис. 2.6. Кількістьвипадків (в%) виникнення догадок на різних етапах розв'язування різних задач
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